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PRATARMĖ 


Si serijos „Matematikos mokykla“ knygutė skiriama rı- 
bos sąvokai, kuri teisingai laikoma sunkiausiu mokykliniu 
programos klausimu. Tuo sunkiau įsisąmoninti šią sąvoką 
savarankiškai, iš knygutės. i 

Tačiau, kaip parodė Neakivaizdinės matematikos mo- 
kyklos prie Maskvos Valstybinio universiteto praktika, dau- 
guma moksleivių gali sėkmingai įveikti šią užduotį. 

Knygutė parašyta uždavinyno forma, bet ji gali būti ir 
vadovėliu „„Ribų“ temai. 

Čia siūlomus uždavinius galima skirstyti į tris grupes. 
Pirmosios grupės uždaviniai (pažymėti skrituliuku) sudaro 
visos knygutės pagrindą. Juos būtinai reikia išspręsti, no- 
rint suprasti pagrindinius apibrėžimus ir teoremas. Antro- 
sios grupės uždaviniai — nebūtini. Kai kurie jg skirti 
pailiustruoti įvairioms teoremoms, kiti naudingi logiško 
mąstymo vystymui ir treniravimui, dar kiti — tiesiog gra- 
žūs uždaviniai, kuriuos spręsdami jausite pasitenkinimą. 
Pagaliau, trečiąją grupę sudaro sunkesni uždaviniai (jie 
pažymėti žvaigždute). Šie uždaviniai parinkti skaitytojams, 
kurie labiau išprusę logiškai mąstyti ir laisvai operuoja pa- 
grindinėmis sąvokomis. g 

Tiems skaitytojams, kurie tenori įsisavinti ribų teoriją 
mokyklinės programos ribose, užteks išspręsti pirmosios 
grupės uždavinius. 

Patikrinti savo žinias jums padės kontroliniai uždavi- 
niai, kurie yra 29—830 psl. | 
Šiame leidinėlyje naudojami „kelio ženk- 
lai“. 

Ženklu „Stovėjimo vieta“ pažymėtos tos | 
vietos, kuriose pateiktos žinios, būtinos to- aD 
lesniam mokymuisi: apibrėžimai, teoremos, 
formulės ir t. t. Prie tokio ženklo reikia su- 
stoti ir atidžiai paskaityti tą uielą. 


Ženklas „Stati nuokalnė“ stovi ten, kur 
medžiaga sunkesnė. Jeigu parašyta smulkiu 

A šriftu, tai, skaitydami pirmą kartą, galite 

praleisti. 

Ypatingai būkite aiidūs prie ženklo 
„Vingiuotas kelias“. Dažnai jis stovi tokio- 
je vietoje, kur iš pirmo žvilgsnio viskas at- 

A rodo lengva ir paprasta. Tačiau įeigu gerai 

neišsiaiškinsite, tai toliau galite padaryti 
rimtų klaidų. 

Kaip visų geriausia dirbti su knygute? Pradėkite nuo 
paruošiamųjų uždavinių (žr. $ I). Išspreskite keletą jų 
ir palyginkite gautus rezultatus su atsakymais. Po to per- 
skaitykite sprendimus. Tai bus naudinga net ir tada, kai 
uždavinį lengvai išsprendėte, nes sprendiniuose dažnai pa- 
teikiama naudingų papildomų žinių, o kartais pateikiama 
naujų klausimų. 

Jeigu uždavinio negalite išspręsti, nors ir bandėte ke- 
leta kartų, pažvelkitė į „Atsakymų ir nurodymų“ skyrių, 
o jeigu ir po to neįstengsite uždavinio išspręsti, — perskai- 
tykite sprendimą. 

Kai išspręsite daugumą paruošiamųjų uždavinių, per- 
eikite prie sekančių knygutės paragrajų. 

Prieš spręsdami uždavinius, atidžiai perskaitykite ribos 
apibrėžimą ir tekstą 13 psl. 

Skaitydami pirmą kartą, žvaigždute pažymėtus uždavi- 
nius, geriau praleiskite. Prie jų grišite vėliau; įsisavinę ri- 
bos sąvoką ir išmokę spręsti paprastesnius uždavinius. 

Nežiūrėkite iš aukšto į paruošiamąęjį $ I. 

Iš pirmo žvilgsnio šio paragrafo uždaviniai neturi nieko 
bendro su „Ribų“ tema. Iš tikrųjų, ribos sąvokos juose ne- 
sutiksite. Šių uždavinių tikslas — įpratinti logiškai mąs- 
tyti, tiksliai išreikšti savo mintis ir griežtai formuluoti. Kai 
kurie mokiniai galvoja taip: matematika — tai ne litera- 
tūra, čia svarbu rasti uždavinio sprendimo idėją, o kaip tą 
idėją išreikšti, kokia tvarka išdėstyti žodžius — ne taip jau 
svarbu. Tai neteisinga. Labai dažnai, nemokėdamas aiškiai 
reikšti savo minčių, mokinys negali išspręsti uždavinio ir 
netgi nesuvokia jo sąlygos prasmės. 

Daugumą paruošiamųyjų uždavinių liek iš $ I, tiek ir iš 
visos knygutės, lengvai išspresite, jeigu tik aiškiai suprasi- 
te, kas duota ir ką reikia įrodyti. O kaip tik šito daugelis 
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mokinių nesugeba. Geriausias būdas ištaisyti šį trūkumą — 
spresti daug uždavinių, „gerų ir įvairių“. 

Linkiu Jums sėkmės. 

Ši knygutė parašyta, remiantis riboms skirtu skyriumi 
knygoje C. H. Fenogano u 0p., ƏSadaqu no sAeMeHnapuoti 
mamemamuke ( Mocneðoeamenoncemu, KOMOUKAIMODUKA, npeĝðe- 
Abi), „Hayka, 1965. 

Palyginus su tuo skyriumi, pridėta daug naujų uždavi- 
nių, kai kurie jų gana sunkūs. Be to, atsižvelgdamas į Ne- 
akivaizdinės matematikos mokyklos prie MVU patirtį, au- 
torius daugelio uždavinių sprendimą išdėstė suprantamiau, 
pridėjo paaiškinimus ir pastabas tais klausimais, kurie su- 
darydavo daugiausia sunkumų Neakivaizdinės matematikos 
mokyklos moksleiviams. 

Uždaviniai ir teoremos iš mokyklos programos sudaro 
tik nedidelg knygutės dalį. Tačiau tiems mokiniams, kurie 
nori ateityje mokytis aukštosios matematikos, bus labai 
naudinga įveikti visą knygutę. 

Rašydamas knygutę, autorius plačiai naudojosi mate- 
matikos fakulteto studentų, aspirantų ir dėstytojų patari- 
mais. Visiems jiems dėkoju. 

Ypač noriu padėkoti N. Vasiljevui, N. Vilenkinui, E. Vin- 
bergui, V. Gutenmacheriui, E. Dynkinui. N. Konstantinouui, 
S. Oučinikouui. 

Autorius 


UZDAVINIAI 


S 1. Paruošiamieji uždaviniai 


1°. Dviem mokiniams buvo pavesta sudaryti oro kalen- 

dorių. Jie privalo pažymėti gerą orą ženklu + ir blogą 
ženklu —. Pirmasis mokinys stebėdavo orą tris kartus per 
parą — rytą, dieną ir vakare. Jeigu bent vieno stebėjimo 
metu lydavo, jis rašydavo —, o jeigu nelydavo nė karto, 
rašydavo +. Antrasis mokinys orą stebėdavo tuo pačiu me- 
tu, kaip ir pirmasis. Tačiau jei bent vieno stebėjimo metu 
nelydavo, jis įvertindavo orą +, o likusiais atvejais įver- 
tindavo —. Tuo būdu, kiekvienos dienos oras gaudavo du 
įvertinimus: + +; +—; — +; ——. Ar iš tikrųjų galėjo pa- 
sitaikyti visi šie įvertinimai? 

2°. Prie tų dviejų mokinių, apie kuriuos kalbama pir- 
mame uždavinyje, prisijungė trečias. Jis stebėdavo tuo pa- 
čiu metu, kaip du pirmieji, ir rašydavo —, jeigu bent du 
kartus lydavo, ir 4 likusiais atvejais. Kokie iš aštuonių 
įvertinimų: ++ +; ++ —; +—+; —+ +; —+—; ——+; 
+——; ——— galėjo iš tikrųjų pasitaikyti? 

3°. a) Trys šimtai žmonių išrikiuoti į 10 eilių ir 30 ko- 
lonų. Iš kiekvienos kolonos išrinktas visų aukščiausias žmo- 
gus, o iš tų 30 žmonių išrinktas žemiausias. Po to iš kiek- 
vienos eilės buvo išrinktas žemiausias žmogus, o iš tų de- 
šimties žmonių — aukščiausias. Kuris žmo- 60850564064 
gus bus aukštesnis: ar aukščiausiasis tarp aAgeaaS29+6 
S > Sua Anja ASS ių r$ 
sai ar žemiausiasis tarp aukščiau °° ARS ro 

b) Ar pasikeis atsakymas, jeigu žmonės @ 

išsirikiuos ne stačiakampiu, o kampu, kaip 6a 
I paveiksle (pirmose penkiose eilėse po 10 988 
žmonių, o kitose penkiose — po 5)? Sopas 2 


4“. Kontrolinis darbas vadinamas leng- 
vu, jeigu kiekviename suole bent vienas mo- 
kinys išsprendžia visus uždavinius. Sufor- 
| muluokite sunkaus kontrolinio apibrėžimą. 


5°. Išnagrinėkime du lengvo kontrolinio 
darbo apibrėžimus: 

a) Kiekvieno varianto kiekvieną užda- 
vinį išsprendė bent vienas mokinys. 

b) Kiekvieno varianto visus uždavinius 
išsprendė bent vienas mokinys. 

Ar gali kontrolinis darbas būti lengvas, 
vertinant pagal a apibrėžimą, ir sunkus pa- 
gal b apibrėžimą? 


6°. Kurie iš žemiau surašytų teiginių 
vienas kitą paneigia? 

1) Kiekvienoje klasėje bent vienas mo- 
kinys — pirmūnas. 

2) Nė vienoje klasėje nėra pirmūnų. 

3) Yra tokia klasė, kurioje nėra pir- 
mūnų. 

4) Vienoje klasėje yra pirmūnas. 


7°. Kurios iš šių teoremų teisingos? 

1) Jeigu kiekvienas dėmuo dalus iš 7, 
tai ir suma dali iš 7. 

2) Jeigu kiekvienas dėmuo nedalus iš 
7, tai ir suma nedali iš 7. 

3) Jeigu bent vienas dėmuo dalus iš 7, 
tai ir suma. dali iš 7. 

4) Jeigu suma dali iš 7, tai ir kiekvie- 
nas dėmuo dalus iš 7. 

5) Jeigu suma nedali iš 7, tai ir kiek- 
vienas dėmuo nedalus iš 7. 

6) Jeigu suma nedali iš 7, tai bent vie- 
nas dėmuo nedalus iš 7. 


8°. Duotas trikampis, kurio kraštinės 5, 
12 ir 13. 

a) Ar tiesa, kad jis status? 

b) Ar tai išplaukia iš Pitagoro teore- 
mos? 

9*. Tarkime, kad A ir B reiškia du tei- 
ginius. Brūkšneliu virš raidės žymėsime ati- 
tinkamo teiginio paneigimą (2 pav.). Pa- 
vyzdžiui, jeigu raide A pažymėtas teiginys 
„trikampyje ABC visos kraštinės lygios“, 
tai A reikš teiginį „trikampyje ABC ne vi- 
sos kraštinės lygios“. Išnagrinėsime aštuo- 
nias teoremas: 


l. Jeigu A, tai B. D. Jeigu B, tai A 
2. „ A, tai B. 6. „B, tai A. 
3. n A, tai B. 7T. B. tai A. 
4. „A, tai B. &. B, tai A. 


Žinoma, kad | teorema teisinga. Liku- 
sias teoremas reikia suskirstyti į tris gru- 
pes: prie pirmosios grupės priskirti tas teo- 
remas, kurios tikrai teisingos, prie antro- 
sios — tas, kurios tikrai neteisingos, o prie 
trečiosios — tas, kurios gali būti teisingos, 
o gali būti ir neteisingos. Tiktai susitarsi- 
me, kad A ir B nereiškia tokiu teiginių, ku- 
rie visada teisingi arba visada neteisingi 
(pavyzdžiui, „Visi trikampio ABC kampai 
statūs“ arba „Trys trikampio ABC pusiau- 
kraštinės susikerta viename taške“). 

Sekančiuose uždaviniuose bus naudoja- 


x e. ° ° | | 
mas žymėjimas |x! (skaitoma: „ikso modu- 
lis“ arba „ikso absoliutinis didumas“). Dy- | 


dis x| apibrėžiamas šitaip: 
x, jeigu x>0, 
x= 0, jeigu x=0, 
| — x, jeigu x< (Ü. 


10°. Kokios gali būti reiškinio _ reikš- 


mës? 


ĮVYKIAI 
A—lyje 
A— nelyja 


B—skėtis išskleistas 


B—skėtis neišskleistas 


za TEOREMOS 


II 
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A 


P. 


11°. Kaip reikia užrašyti be modulio 
ženklo šiuos reiškinius: 

a) |a?|; 

b) 'la—-b!, jeigu a >b; 

c) la— 6], jeigu a <b; 

d) |—a!, jeigu a neigiamas? 

12°. Išspręskite lygtis: 

a) x+2|x|=3; 

b) x2+3|x| —4=0; 

c) 2x+ 1 + 2x—1|=2. 

13“. Įrodykite nelygybes: 

a) |x+y|< X!|+1yl: 

b) |x-y!>ix!-iy]; 


c) |x—y >| xi-l»i|- 

Išaiškinkite kiekviename iš šių atvejų, 
kada nelygybė virsta lygybe. 

14“. Ar tiesa, kad egzistuoja toks natū- 
rinis skaičius n, kuriam: 


a) V1000 < 1,001? 


b)* |/n < 1,001? 
c) Va+1- Vn <0,12 
d) Vnž+n-n<0,12 


15°. a) Ar tiesa, kad egzistuoja toks 
skaičius C, kad bet kokiam sveikam R, tei- 
singa nelygybė 

k? —2k + | 
— <cc> 

b)* Ar tiesa, kad, imant bet kokį skai- 
čių C, egzistuoja be galo daug sveikųjų 
skaičių A, tenkinančių nelygybę 

ksi k > C? 

16. a) Stačiakampio kraštinės išmatuo- 
tos 1 cm tikslumu. Kokiu tikslumu galima 
apskaičiuoti stačiakampio perimetrą ir plo- 
tą? 


b) Stačiakampio kraštinės išmatuotos 
10, tikslumu. Kokiu tikslumu galima ap- 
skaičiuoti jo perimetrą ir plotą? 

Sakysime, kad duota skaičių seka 


> AP X9, e°.) Xn, 206) 


jeigu kiekvienam natūriniam*? n priskir- = 
tas koks nors skaičius *,. 
Formulė, kuria išreiškiamas xn, vadina- 


ma sekos bendrojo nario formule. 
Pavvzdžiui, seką 
1; 4: 9; 16; 25; ... 
galima išreikšti formule x,=—n4, o seką 
=] 1: sr L o —1 1: a 
— formule x„=(—1)" arba formule x, = 
=c05 x n. Žinoma, ne kiekvieną seką gali- 
ma išreikšti algebrine formule. (Kaip pa- 
vyzdį pateiksime seką 
3:1;4: 1: 5; 9; 2: 6; 5; as 
kurioje kiekvienas narys xx yra lygus skai- 
čiaus m, išreikšto dešimtaine trupmena, 
n-jam skaitmeniui.) 
17°. Raskite didžiausius narius šių se- 
kų: 
m b 
a) X= z> b) x, 


10007 **) 


) K 


n 
“TL ° 
n nl 
18“. Raskite mažiausius narius šių sekų: 
100 
n , 


a) xx=m— 5 +]; b) x,=n+ 


c) x,=n+5 sm 7 i 
Seka (x,)***) vadinama aprėžta, jeigu 
egzistuoja toks skaičius C, kad, imant bet 


*) Natūriniais vadinami visi sveikieji teigiami skaičiai. 
**) nl sutrumpintai užrašoma sandauga L-2-3...-1; pagal apibrėži- 


=]. 
***) Simboliu (x+) trumpai žymima seka %1, %2, ..., Xa, c 
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kokį numerį n, yra teisinga nelygybė 


Xx |<C (3 pav.). 
[P] 19°. Suformuluokite, kokia seka vadina- 
ma neaprėžta. 


20°. Sugalvokite aprėžtą seką, kuri 
a) turi ir didžiausią, ir mažiausią narį; 
b) turi didžiausią narį, bet neturi ma- 
a. IIT Q žiausio; 
PAAU c) turi mažiausią narį, bet neturi di- 
Deoa džiausio; 
Aprėila seko d) neturi nei mažiausio, nei didžiausio 
3 pav. nario. 
Tarkime, kad duota begalinė seka {xn}. 
Sios sekos narius atvaizduosime taškais 
skaičių ašyje (be abejo, gali keletas sekos 
narių patekti į tą patį tašką; pavyzdžiui, 
sekos I; 5 sl £; l; +; +, visi nariai su 
nelyginiais numeriais pateks į tašką I). 
Gaudykla Pavadinsime skaičių ašies atkarpą [a, b] 


sekos {xn} „gaudyklą“, jeigu už tos at- 
H- karpos ribų arba visai nėra sekos narių, 


arba jų yra ribotas skaičius. 

Pavadinsime skaičių ašies atkarpą 

` A la, b] sekos {xn} „lesykla“, jeigu toje at- 
Lesyklos karpoje yra be galo daug sekos narių 
4 pav. (4 pav.). 

21. a) Įrodykite, kad kiekviena „gau- 
dykla“ yra „lesykla“. 

b) Sugalvokite tokią seką ir tokią at- 
karpa, kuri būtų sekai „Ilesykla“, bet nebū- 
tų „gaudykla“. 

22. Duotos sekos: 


l 
a) l gogi n? T 
b) 1; 2; 7; 1 š; „Lit: ; 
c) 1; ži 3; = :2n— li 503. 
ir atkarpos 
A) [|-> z]: 
B) [-!, IĮ 
C) [- 2, 2]. 


Išaiškinkite, kurioms sekoms kurios at- 
karpos yra „gaudyklos“ ir „lesyklos“. 

23. Ar egzistuoja tokia seka, kuriai kiek- 
viena iš atkarpų [0,1] ir [2, 3] yra: 

a) „lesykla“, 

b) „gaudykla“. 

24. Žinoma, kad tam tikrai sekai atkar- 
pos [0, 1] ir [9, 10] yra „Ilesyklos“. Ar 
egzistuoja tai sekai: 

a) „gaudykla“, kurios ilgis 1? 

b) „gaudykla“, kurios ilgis 9? 

25. a) Ar egzistuoja seka, neturinti nė 
vienos „lesyklos“? 

b)* Ar egzistuoja seka, kuriai bet kuri 
atkarpa yra „lesykla“? 


S 2. Uždaviniai, susiję su ribos apibrėžimu 


Skaičius a vadinamas sekos {xn} riba, 
jeigu bet kuriam teigiamam skaičiui e 
(graikiška raidė „epsilion“) galima parink- 
ti tokį skaičių A, kad visiems sekos nariams, 
kurių numeris n didesnis už k; būtų tei- 
singa nelygybė 


[x,—a!< e. 


Tai, kad skaičius a yra sekos Íx,) ri- 
ba, užrašoma šitaip: 
lim x,=a 
H— 00 
(skaitoma, xn riba, kai n neribotai didėja, 
yra lygi a), arba šitaip: 


xa, kai n— co 


(skaitoma: x, artėja prie a, kai n neribotai 
didėja). 

Pateiksime keletą pastabų dėl ribos api- 
biėžimo. 

1) Kokia teiginio lim x„=a akivaizdi 


prasmė? 
Pasirinkime kokį nors mažą skaičių, pa- 
vyzdžiui, 0,001, ir susitarkime neskirti dvie- 


3. Ribos 


A 


14 


5 pav. 


+4 


jų skaičių, kurių skirtumas mažesnis kaip 
0,001. (Galime įsivaizduoti, kad šios sekos 
galime išmatuoti tik tam tikru tikslumu, 
žiūrint kokio tikslumo turime prietaisus.) 
Tuomet sekos {xn}, artėjančios prie a, nuo 
tam tikros vietos neatskirsinme nuo pasto- 
vios sekos a; a; a; ... 

Sąlyga lim x, =a reiškia, kad, esant bet 


2 
kuriam „matavimų tikslumui“, seka (xx) 
nuo tam tikros vietos yra pastovi. 

Atkreipkite dėmesį j išskirtuosius žo- 
džius bet kuriam ir nuo tam tikros. Jeigu 
tuos žodžius praleisime arba pakeisime vie- 
tomis, apibrėžimo prasmė visiškai pasikeis. 

2) Kai kada patogu seką {xn} vaizduoti 
šitaip. Pažymėkime plokštumoje taškus, ku- 
riu koordinatės (n, xn), ir sujunkime tuos 
taškus laužtine (natūralu ją vadinti sekos 
„graliku“). 

Teiginys lim xn=a reiškia, kad ši lauž- 

n->00 


linė artėja prie tiesės x=a. Tiksliau kal- 
bant, prie bet kurio g>0, laužtinė, prade- 
dant nuo tam tikros atkarpos, visa tilps 
2e pločio juostoje, kurios viduriu praeina 
tiesė x=a (5 pav.). Šis geometrinis vaiz- 
das naudingas, pavyzdžiui, sprendžiant 31, 
35, 36 uždavinius. 

3) Paprastai laikoma, kad skaičius R, 
minimas ribos apibrėžime, yra natūrinis. 
Šios prielaidos nedarysime. Skaičius k ga- 
li būti bet koks realus skaičius. Tai pato- 
giau, kai reikia įrodyti, kad (Žr. pastabas 
prie 30 uždavinio) apibrėžimo prasmė lie- 
ka ta pati. 


26“. Duotos sekos: 


l 1 
a) ŽAS A b) Xn = n+l |] 
| xn 
c) =[- 5) (6 pav.); 
d) x, =l log, 2 


Kiekvienai šių sekų nurodykite tokį skai- 
čių A, kad, imant 1>A, būtų teisinga ne- 
lygybė 


A) |x,I<!, 
B) |x„|< 0,001, 
C) |x,| < 0,000001. 


27. a) Įrodykite: jeigu x„—a, kai n—oo, 
tai bet kuri atkarpa, kurios centras — taš- 
kas a, yra sekos x.) „gaudykla“. 

b) Ar teisingas atvirkštinis teiginys? 

28*. a) Įrodykite, jeigu x„>a, kai 
n>-00, tai kiekviena atkarpa, kurios cent- 
ras — taškas a, yra sekos {xn} „lesykla“, 
o bet kuri atkarpa, kuriai nepriklauso taš- 
kas a, nėra „Įlesykla“. 

b) Žinoma, kad kiekviena atkarpa, ku- 
rios centras — taškas a, yra sekos (x,) 
„lesykla“, o bet kuri atkarpa, kurioje nėra 
taško a, nėra jos „lesykla“. Ar galima sa- 
kyti, kad x„>a, kai n— oo? 

29, Įrodykite: jeigu kuri nors atkarpa 
yra sekos {xn} „Ilesykla“, tai bet kuris skai- 
čius, nesantis toje atkarpoje, negali būti 
sekos {xn} riba. 

30“. Kurios iš šių sekų turi ribas: 

I l l 


L i Fa, 
(l: 

h 3 ° $ 

2 8. 2. _ 9-1. 
b 259157 ` Snoro 

| ol 

c) S TEn 
"e ...; (7 pav.); 
d) L; 2,0 1 
erk h aus liaudį 
f) 0; 10.03; 07; 


A 


——————o 


2 
L í +1/z +1⁄4, 1⁄4 1⁄6 
"1141 tite 
ttiA+1/4 
1 11 
1 


7 pav. 


„LA Xs 
„45= X 
`= m 
-1 8 pav 
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g) 0,2; 0,22; 0,222; 


O 22.21 as 
Sa oa 
n 
h) sin 1°; sin 2°; sin 3°; ....: 
sin?” ...; 
i) Cos] °  cos2° , cos3?, | 
l 3 9 3 3 $ 48.43 
E 
n ? 1 
|! 2, 
k) 0; I 55 T 31...) 


(— 1)'+-; ... (8 pav.). 


31°. Ar gali du skirtingi skaičiai būti tos 
pačios sekos ribomis? 

32. Skaičius a vadinamas sekos {xn} ri- 
biniu tašku, jeigu, pasirinkus bei kurį tei- 
giamą skaičių e ir bet kurį skaičių A, ga- 
lima rasti numerį z, didesnį už 2, kad būtų 
teisinga nelygybė 

|X,-a|<e. 


a) Įrodykite, jeigu a — sekos {xn} ribi- 
nis taškas, taibet kuri atkarpa, kurios 
ceniras — taškas a, yra šios sekos „lesykla“. 

by Įrodykite atvirkštinę teoremą. 

38. Įrodykite, kad sekos riba (jeigu ji 
egzistuoja) yra jos ribinis taškas. 

34. Kiekvienai šių sekų nurodykite vi- 
sus jos ribinius taškus: 


n+l 


a) Xa = p ; 

b) x, = (— 1); 

c) x, = sin n°; 

d) x, m 

°) i I 2 l 2 3 
aE s 4. 


35°. a) Įrodykite, jeigu seka turi ribą, 
tai ji aprėžta. 
b) Ar teisingas atvirkščias teiginys? 


86°. Sakoma, kad seka {xn} aprėžtai di- 
dėja, arba artėja prie begalybės (tai užra- 
šoma: „Xn=—00,kai n>-00“), jeigu, pasirin- 
kus bet kokį skaičių C, galima rasti tokį 
skaičių k, kad, imant n>œk, yra teisinga ne- 
lygybė (9 pav.). 


|x |> C. 


Pastebėsime, kad seka, artėjanti prie be- | 
galybės, neturi ribos šio paragrafo pradžio- 
je duoto apibrėžimo prasme. | 

Kurios iš šių sekų artėja prie begalybės 
ir kurios yra neaprėžtos: 

a) x,=n; b) x„=n(- |)"; 
c) x ,=n(— 1)”; 


F n, kai n lyginis, 
) XS Vn, kai n nelyginis; 

) x= 100 n 

k 100412 ` 


37.* Išnagrinėkime žemiau surašytas 16 
sąlygų (raidė „b“ reiškia „esant bet ku- 
riam“, raidė „g“ — „galima nurodyti tokį..., 
kad“): 


li g s>0Ü g k g n>k |x,-al<se. 


2. g s>0g k g n>k |x,—a|2 z. 
3. g ce>Ûûgkb n>k Ix,-al<e. 
4. g e>0g k b n>k [x,—al> e. 
5 g s>Ü b k g n>k |x,-a|<e. 
6 g >Ü b k g n>k |x,—al|2 e. 
7. g e>0bkb n>k |x,-al<s. 
8. g z>Ü b k b n>k |x,—a|2 e. 
9. b s>Ü g k g n>k |x,—a|<=. 
10.be>0g k g n>k |x,—a|2> e. 
l.be>0g kb n>k |x,—a| <=. 
12.be>0g k b n>k |[|x,—a]|2 z. 
]J3.b e>0 b k g n>k |x,-a|<e. 


li.b c>0 bkg n>k [|x,—a|2 s. 
I5.be>0 b k b n>k |x,—al|< =. 
l6. b s>0 b k b n>k |x,—a|> e. 


Kurios iš šių sąlygų reiškia jau žinomas 
sekų savybes (seka aprėžta, turi ribą a, turi 
ribinį tašką a, artėja prie begalybės) arba 
šių savybių paneigimus? 

38*. Išnagrinėsime šias penkias sekų sa- 
vybes: 1) tapatingai lygi a, 2) turi ribą — 
skaičių a, 3) turi ribinį tašką — skaičių a, 
4) yra aprėžta, 5) aprėžtai didėja. 

Kiekvieną seką galima apibūdinti pen- 
kių ženklų, pliusų arba minusų, rinkiniu. Pa- 
vyzdžiui, rinkinys — + ++ — reiškia, kad 
seka turi 2, 3, 4 savybes ir neturi 1, 5 sa- 
vybių. Kai kurie rinkiniai neturi prasmės 
(pavyzdžiui, rinkinys ++ + + +, nes se- 
ka, turinti 1 savybę, negali turėti 5 savy- 
bės). 

a) Surašykite visus rinkinius, turinčius 
prasmę. Sudarykite po seką, apibūdinamą 
kiekvienu iš šių rinkinių. 

b) Įrodykite, kad likusieji rinkiniai ne- 
turi prasmės. 

39. Įrodykite, jeigu seka turi ribą, tai 
ji turi arba didžiausią narį, arba mažiau- 
sią narį, arba ir vieną ir kitą. Pateikite visų 
trijų atvejų pavyzdžių. 

40. Įrodykite, kad iš bet kurios begali- 
nės sekos galima parinkti begalinį monoto- 
nišką posekį. (Seka {xn} vadinama mono- 
toniška, jeigu tenkinama viena iš šių sa- 
lygų: 

lj) MM Ex <x <...<x,<...; 

2) AZ. X 2 Xs Zu 2 Xp Ža 


Pirmuoju atveju seka vadinama nema- 
žėjančia, o antruoju atveju — nedidėjan- 
čia.) 

Ribų teorijoje labai svarbi viena realių- 
jų skaičių savybė, kuri paprastai laikoma 
aksioma. 


Bolcano—Vejerštraso aksio- 
m a. 

Kiekviena monotoniška aprėžta seka tu- 
ri ribą. 

Si aksioma atspindi realiųjų skaičių ai- 
bės pilnumą. Vaizdžiai tariant, ji reiškia, 
kad skaičių ašyje nėra „trūkių“ ir „skylių“. 

Matematinės analizės kurse įrodoma, kad 
Bolcano—Vejerštraso teorema yra ekviva- 
lenti kiekvienam iš teiginių. 

l. Jeigu skaičių ašyje sudaryta begalinė 
atkarpų seka, taip kad kiekviena sekanti at- 
karpa yra prieš tai buvusios viduje, tai vi- 
sos tos atkarpos turi bent vieną bendrą 
tašką. 

2. Kiekvieną realųjį skaičių galima iš- 
reikšti begaline (periodine arba neperio- 
dine) dešimtaine trupmena, ir kiekvieną to- 
kią trupmeną atitinka kuris nors realusis 
skaičius. 

Jeigu vieną iš šių teiginių laikysime ak- 
sioma, tai kitas teiginys ir Bolcano—Ve- 
jerštraso teorema taps teoremomis, kurias 
galima įrodyti. 

41*. Įrodykite, kad Bolcano—Vejerštra- 
so teorema neteisinga, jeigu turima galvoje 
tik racionaliniai skaičiai (t.y. egzistuoja 
monotoniškos aprėžtos racionalinių skaičių 
sekos, kurių ribos nėra racionaliniai skai- 
čiai). 

42. Įrodykite, kad kiekviena aprėžta se- 
ka turi bent vieną ribinį tašką. 

43. Žinoma, kad seka {xn} turi ribą a, 
o seka {yn} — ribą b. Ar tikrai turi ribas 
šios sekos: 


a) (x, + Yn; b) {Xn —y,J; c) (X, ` AE 
“nio 
d) [2 | 
44°. Žinoma, kad seka {xn} turi ribą, 
o seka {yn} — neturi. Ar turi ribas sekos: 


a) {Xn +y,J; b) {Xn Yng? 


TMN 


i 
1 
"TTT 


11 pav. 


45“. Žinoma, kad sekos (x,) ir (y,| neturi 
ribų. Ar gali turėti ribas sekos: 
a) (x. +y b) {xn Pa? 
46°. („Teorema apie du milici- 
ninkus“).Žinoma, kad seka {xn} yra tarp 
sekų {yn} ir {zn}, t.y. visiems n teisinga 
nelygybė yn Xn S Zn (10 pav.). Įrodykite, 
eigu sekos (yn) ir {zn} turi vieną ir tą pa- 
Cia ribą a, tai ir seka {xn} artėja prie a. 
Begalinės skaičių eilutės suma apibrė- 
žiama šitaip. Sakykime, duota eilutė 
a +a, tagt... Fart... 


Sios eilutės pirmųjų n dėmenų sumą pa- 
žymėsime S, (ją vadiname n-ja daline eilu- 
tės suma). Jeigu seka {Sn} turi ribą S, tai 
skaičius S vadinamas duotosios eilutės su- 
ma. Pati eilutė šiuo atveju vadinama kon- 
verguojančia. Jeigu seka {Sn} neturi ribos, 
tai sakoma, kad duotoji eilutė diverguoja, 
ir nekalbama apie jos sumą. 

47. Reikia įrodyti, kad konverguoja šios 
eilutės: 

| ] ] 


a) shu ta Tee Esp Pei 
by Das pap bau a 
)l+2<+5+... ++... 
L 1_1 (i 
o) 1l-5+5-71---+5555--- 


48. Įrodykite, jeigu eilutė 
a +4,+... tät... 
konverguoja, tai lim a,= 0. 
49*. Tarkime, kad {an} — mažėjanti tei- 
giamų skaičių seka. Įrodykite, kad eilutė 
aa +a+. .+a-+... 


konverguoja tada ir tik tada, kai konver- 
guoja eilutë (11 pav.) 


” 
a + 2a, +4a,+Š9as + ....2'amn +... 


50*. Kokie turi būti realūs skaičiai p, kad 
konverguotų eilutė 


1 1 Í 
LED ass so Pas! 


S 3. Ribu skaičiavimo uždaviniai 


Skaičiuojant sekų ribas, dažnai naudo- 
jamasi šiomis formulėmis (jų įrodymus žr. 
43 uždavinio sprendime). 

Jeigu lim x„=a ir lim y,=b, tai 


n—>00 n>% 


l. lim (x, +y,) =a + b; 


2. lim (x, —y,) =a —b; 


A-+00 


3. lim (x,-y,)=ab; 


4. lim (Ž2)= 5; kai b Z 0. 


Atkreipkite dėmesį į tai, kad šias formu- 
les galima taikyti tik tuo atveju, kai eg- 
zistuoja sekų (xx) ir {yn} ribos. 

51°. Raskite klaidą šiuose samprotavi- 
muose: 

a) Imkime seką „= „Viena vertus, 

lim x,= lim (2-2)-2, 
m> n-> oO n 


antra vertus, 


lim (2n— I) 
lim x, = ————= 
B— co 
n> 


Iš čia 2=1!2 
b) Imkime seką xn=1. Viena vertus, aiš- 
ku, kad 


lim x,=1. 
ne=>00 
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Antra vertus, 
x„=(1+1)-n ir lim x, = 


= lim (n+ 1)—lim n= œ — œ = 0. 
Gavome lygybę 1 =01? 
c) Imkime seką x,= Lea „ Viena ver- 
tus, 


lim x,=lim (1-5)=1 
Antra vertus, 
lim x, =lim (n—1)-lim + = 


n> R— oo t— 0 n 


= lim (n — 1).0=0. 


Iš čia 0=1!? 

52. Įrodykite šiuos teiginius: jeigu seka 
{xn} aprėžtai didėja, o seka {yn} turi baig- 
tinę ribą a, tai 

a) seka (x, + ay aprėžtai didėja; 

b) seka 4221 nykstamai mažėja. 


5) Ką salima pasakyti apie seką 


r Yng? 
ES Sudarykite sekas (x, ir (y taip, 
kad jų ribos būtų lygios nuliui ir, be to, 


x s; 
a) = —0, kai n->00; 
yn 


b) | kai n> co; 
Yn 
c) Ž 00, kai n— co; 
Yn 
d) lim neegzistuotų. 
M 


n—+—00 


54“. Raskite šių sekų ribas: 


_ n+l, _ 10n 
a) Xn = Sr b) Xn 7 nž4- ] L 

_ _n(n+2) , Mua E 
c) x, = (n+1)(n+3)' d) x,= on+1 


55. Raskite si ribą 
X, = r (I)+2 + 3k + . +n) 


(k — fiksuotas natūrinis skaičius). 

Paaiškinsime šios sekos geometrinę pras- 
me. Imkime plokštumos dalį, kurią apribo- 
ja funkcijos y=x* gralikas, ašis Ox ir tiesė 

x=l. Padalykime ašies Ox atkarpą [0, 1] 
į n lygių dalių ir nubrėžkime ant kiekvienos 
dalies tokį stačiakampį, kurio dešinioji vir- 
šutinė viršūnė būtų funkcijos grafike (12 
pav). Visų nubrėžtų stačiakampių plotų su- 
ma lygi 


i E) 


Šio "N riba, kai n> oo, remiantis ati- 
tinkamu apibrëZimu, vadinama nagrinëja- 
mosios kreivinës figūros plotu. 

56°. Įrodykite, kad 


im (Vn+] — Yn—1)=0. 
57°. Įrodykite, kadlim >> = O. 


58. Įrodykite, kad lim Z-=0, kai a>1. 
59*, Įrodykite, kad 
lim logen o, 


n— 


60*. Raskite lim Vn. 
61*. a) Įrodykite, kad, imant bet kurį tei- 


giamą realų skaičių a, seka x, =n(YVa- I) 
turi ribą. 


A 


b) lim n(Ų/a— 1)pažymėkime /(a). Įrody- 
kite, kad 
I(ab)=1 (a) +-1 (6), I (a?) =pl (a), 
esant bet kuriems teigiamiems a ir b ir bet 
kuriems realiems p. 
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Iš 61, b, uždavinio teiginių matyti, kad 
reiškinys /(a) turi skaičiaus a logaritmo sa- 
vybes. Iš tikrųjų, imant bet kurį pagrindą 
c, teisingos tapatybės 

log, (ab) = log, (a) + log, (b), 
log, (a?) =p log, (a). 

Galima įsitikinti, kad šis panašumas nėra 
atsitiktinis. 

l (a) 


62. a) Įrodykite, kad santykis Tga NS 


priklauso nuo a, t. y. jis lygus konstantai 
M 


, b) Įrodykite, kad konstanta M nelygi nu- 
iui. 

c) Įrodykite, kad egzistuoja toks teigia- 
mas skaičius e, kad I(a) =log,(a). 

Skaičius e, apie kurį kalbama 62 uždavi- 
nyje, sutinkamas beveik visose matemati- 
kos srityse. Apie jį būtų galima parašyti vi- 
są knygą (tokių knygų yra). Čia apie jį 
plačiau nekalbėsime, tik pastebėsime, kad 
pirmųjų matematikos istorijoje logaritmų, 
kuriuos išrado Neperas ir nepriklausomai 
nuo jo Biurgi, pagrindas buvo skaičius e. 
Tokie logaritmai vadinami natūriniais ir Žy- 
mimi In a. Konstanta M, apie kurią buvo 
kalbama aukščiau, lygi In 10=2,302 585..., 
o pats skaičius e lygus 2,718 281 828... Pa- 
teiksime dar dvi skaičiaus e išraiškas, iš 
kurių galima jį apskaičiuoti norimu tikslu- 


= sp k sa 

e=l titat ga t: 
1 

++... 


63. Imkime bet kokį realų skaičių p, ne- 
lygų nuliui. Pavadinsime dviejų teigiamų 
skaičių a ir b p-tosios eilės vidurkiu reiš- 


P 
kinį |. Šį vidurkį žymėsime 


Sp(a, b). š 
Atskirais atvejais gausime 
S, (a,b) = (aritmetinis vidurkis), 


S, (a, b) = | (kvadratinis vidurkis), 


_{a'+b'\_ 206 (harmoninis 
(2 b) = [° 2 )= a+b vidurkis). 
13 paveiksle atvaizduotas funkcijos 
Sp(a, b) grafikas, kai a=1, b=7. 
a) Įrodykite, kad bet kurios eilės vidur- 
kis Sp(a, b) yra tarp skaičių a ir b. 
b) Įrodykite nelygybės 


S, (a,b) > S, (a, b) > S_, (a, b) > 
> S_ (a, b). 
64. Raskite seku ribas: 
a) x = S,(a,b); b) x,=S_, (a, b); 
c)* Xn” Sin (a, b). 


(air b yra tam tikri skaičiai). 

65*. Į n vokų su adresais sudėti kaip pa- 
kliuvo n laiškų. 

a) Kokia tikimybė, kad nė vienas laiškas 
nepasieks adresato? 

b) Įrodykite, kad ši tikimybė turi ribą, 
kai n>-oo. 

(Įvykio tikimybe vadiname palankių re- 
zultatų, kai laukiamas įvykis įvyksta, skai- 
čiaus santykį su visų galimų rezultatų skai- 
čiumi. Šiuo atveju visų rezultatų skaičius — 
tai visų galimų būdų išdėstyti laiškus į vo- 
kus skaičius; jis yra lygus n!=1:2-3.....n. 
Pažymėsime a, skaičių tokių išdėstymo bū- 
du, kai nė vienas laiškas nepateks į savo 
voką. Tada ieškomąją tikimybę galėsime už- 


rašyti šitaip: S 
Iki šiol kalbėjome apie skaitinių sekų ri- 
bas. Tačiau skaičiais galima aprašyti 
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įvairius geometrinius objektus. Pavyzdžiui, 
tiesės kryptį plokštumoje galima nurodyti 
kampiniu koeficientu; taško padėtį tiesėje 
arba plokštumoje galima nurodyti io ko- 


. ordinatėmis ir t. t. Visais atvejais, kai ter- 


minai „riba“ arba „artėja“ taikomi geomet- 
rinių objektų sekai, turima galvoje tuos 
objektus apibūdinančios skaitinės sekos. 
Pavyzdžiui, posakį „skaičių M, seka plokš- 
tumoje artėja prie taško M“ reikia suprasti 
ta prasme, kad skaičių M, koordinatės artė- 
ja prie atitinkamų skaičiaus M koordinačių. 
66°. Sraigė šliaužia languotu popieriumi: 
pirmu žingsniu pereina vieną langelį į de- 
šinę, antru — vieną langelį į viršų, trečiu — 
vieną langelį į dešinę, ketvirtu — vieną lan- 
gelį į viršų ir t.t. (14 pav.). Antroji sraigė 
stovi vietoje ir stebi pirmąją per monoklinį 
žiūroną. Ar žiūrono kryptis artės prie ribos, 
jeigu pirmoji sraigė vis judės taip, kaip 
aprašyta? 
67. Kaip pasikeis pirmesnio uždavinio at- 
sakymas, jeigu sraigė judės šitaip: 
a) 1 langelį į dešinę, 2 langelius į viršų, 
1 langelį į dešinę, 2 langelius į viršų ir t. t.? 
b) 1 langelį į dešinę, 2 langelius į viršų, 
3 langelius į dešinę, 4 langelius į viršų, 5 
langelius į dešinę, 6 langelius į viršų ir t. t.? 
c) I langelį į dešinę, 2 langelius į viršų, 
4 langelius į dešinę, 8 langelius j viršų, 16 
langelių į dešinę, 32 langelius į viršų ir t. t. 
(15 pav.)? 
68°. Parabolėje, kuri yra funkcijos y =x? 
grafikas, imamas taškas Ao», kurio abscisė a, 


ir seka taškų An, kurių abscisės a+2 „ Pa- 


žymėsime M, tašką, kuriame ašį Ox kerta 
kirstinė, nubrėžta per taškus A, ir An. Įro- 
dykite, kad taškų M, seka turi ribą, kai 
n>, ir raskite tą ribą. 

Sakykime, taškų M, sekos riba yra taškas 
Mo. Tiesė AM, vadinama parabolės liesti- 
ne taške Ao. 


69°. Pėtia išėjo iš namų į mokyklą. Nu- kinas 
ėjęs pusę kelio, jis sumanė geriau eiti į G 
kiną, ir pasuko link kino teatro. Kai nuėjo 
pusę kelio, jis panoro pačiuožti, ir pasuko 
link čiuožyklos. Nuėjęs pusę kelio ligi čiuo- 
žyklos, jis nusprendė, kad vis dėlto reikia 
mokytis, ir pasuko į mokyklą. Bet iš pu- 
siaukelės į mokyklą jis vėl pasuko link kino 
teatro (16 pav.). Kur nueis Pėtia, jeigu vis 
šitaip eis? 

70“. Tiesėje sudaroma taškų M, seka: du 6 
pirmieji taškai, M, ir M>, pasirenkami lais- “veyykla 
vai, o kiekvienas sekantis taškas yra vidu- 16 pav. 
rys atkarpos, jungiančios du pirmesnius 
taškus. Reikia irodyti, kad egzistuoja sekos 
M, riba, ir ją reikia rasti. 

“1. Raskite sumas: 

a) l+a+a@+...+aæ+...; 
b) a+2a*24+3031+...+na"+..., 


L Q Eosss, 
Dioro aen 


Namai 


| l 


(osa Aiko 


l | 
Tin m oy T 


l 1 l 
e) dko qu ins 

72*. Turime be galo daug vienodų stačia- 
kampio gretasienio formos plytų. Plytas de- 
dame vieną ant kitos su tam tikru poslinkiu 
laip, kad nekristų (17 pav.). Kokio ilgio 
„stogą“ galima taip pastatyti? 

73. Įrodykite, kad seka 


Ou Ds DE SLL 


turi ribą, ir raskite ją. 


74. Norint apskaičiuoti teigiamo skai- 
čiaus a kvadratinę šaknį, galima naudotis 
šiuo nuoseklaus artėjimo metodu. Imkime 
bet kokį skaičių x, ir sudarykime seką to- 
kiu dėsniu: 


l 
Xni [x+ =) ` 
a) ]rodykite, kad 


. Va, kai X> Ü, 

im x= | — Va, kai x,<0. 
(Ženklu Va žymime skaičiaus a aritmeti- 
nę šaknį.) 


b) Kiek reikės nuoseklių artėjimų (t. y. 
kelis reikės apskaičiuoti sekos {xn} narius), 
norint rasti V10 reikšmę 0,00001 tikslumu, 
jeigu pradinę reikšmę imsime x,=3? 

75. Ant stalo dedami degtukai, taip kad 
antras degtukas statmenas pirmam, o kiek- 
vienas sekantis statmenas tiesei, jungian- 
čiai jo pradžią su pirmojo degtuko pradžia 
(18 pav.). Taip gaunama išsiskleidžianti 
spiralė. 

a) Kiek kartų ši spiralė apsivys apie 
pradinį tašką? 

b) Koks atstumas tarp dviejų gretimų 
spiralės vijų? 


KONTROLINIAI UZDAVINIAI 


1. Kokiu tikslumu reikia išmatuoti pu- 
siaujo ilgį, norint apskaičiuoti Žemės tūrį 
1 kmš tikslumu (Žemė laikoma idealiu ru- 
tuliu) ? 

2. Žinoma, kad sekos {xn} riba lygi nu- 
liui. 

a) Ar gali toje sekoje būti narių, dides- 
nių kaip 1 000 000? 

b) Ar gali visi sekos nariai būti neigia- 
mi? 

c) Ar gali visi sekos nariai būti didesni 
kaip 0,000001? 

3. Įrodykite, kad skaičius 1 nėra sekos 
x = (—1)}” +n! riba. 

4. Žinoma, kad lim x„=1. Raskite ri- 


bas šių sekų: 

2x — l x2 +xn—2 

a) a= 2415 D) s ZII 
xlo] z 

c) yy=— =; D y,=Vx,: 

5. Raskite ribas: 
, n? + 3n— 2 I 
a) Dn yi ysi a 


(n—->0 


b) lim (]/2+n — Vn2 — n); 


gnp 4n+ 5" 

2N J. G 

6. Seka {xn} sudaroma šiuo dėsniu: pir- 
masis narys pasirenkamas laisvai, o 


c) lim 7; d) lim 


4. Ribos 
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kiekvienas sekantis randamas iš pirmesniojo 
pagal formulę *++,=4x,+1. Koks turi būti 
realus skaičius a, kad seka {xn} turėtų 
ribą? 

7. Funkcijos y =x? grafike imame taškus 
A, ir Bn, kurių abscisės atitinkamai lygios 


-> ir +7. Tarkime, kad apskritimo, 


einančio per taškus An, B, ir koordinačių 
pradžią, centras yra taškas M, (19 pav.). 
įrodykite, kad taškų seka (M,| turi ribą, 
ir raskite ją. 

8. Zinoma, kad sekos (x+) ir fray turi 
ribas. Sudarykime naują seką 


Xi, Vi: Xs, Yas- . . Xns Ynse» 

Ar gautoji seka turi ribą? 

9. a) Žinoma, kad seka {xn} turi ribą. 
Įrodykite, kad seka y,=x,+i—x, artėja 
prie nulio. 

b) Ar teisingas atvirkštinis teiginys? 

10. Raskite šias sumas: 


1 2 3 
a) or tatg tet 
H ° 
FRM T 
| 5 19 . 
Ditatast--- + 
3n — On 


+—+... 


SPRENDIMAI 


1. Jeigu per parą nė karto nelijo, tai abu mokiniai para- 
šys įvertinimus +. Jeigu visą laiką lijo, tai abu parašys —. 
Jeigu rytą lijo, o dieną ir vakare nelijo, tai pirmasis para- 
šys —, o antrasis +. 

Įvertinimo + — negali būti, nes pirmasis mokinys rašo 
+ tik tokiu atveju, kai nelijo nė karto. Tačiau tuomet ir 
antrasis mokinys turi parašyti +. 

2. Pirmas būdas. Jeigu pirmasis mokinys parašė 
+, tai reiškia, kad nė karto nelijo. Tada ir kiti du turėjo 
parašyti +. Bendras įvertinimas turi būti + + +. Jeigu pir- 
masis parašė —, o trečias +, tai lietus lijo tą dieną vieną 
kartą. Siuo atveju antrasis mokinys turėjo rašyti +. Bend- 
ras įvertinimas — + +. O jeigu pirmasis ir trečiasis parašė 
—, tai lijo tą dieną arba du kartus iš trijų, arba visus tris 
kartus. Pirmuoju atveju antrasis mokinys turėjo parašyti 
+, o antruoju —. Bendras įvertinimas arba — + —, arba 
— ——, Kadangi išnagrinėjome visus galimus atvejus, tai 
kitokių įvertinimų negali būti. 

Antras būdas. Per parą gali lyti 0, 1, 2 arba 3 
kartus. Atsakymus gauname iš lentelės. 


Kiek kartų lijo 0 1 9 3 
Įvertinimai 
I mokinio + = = = 
II mokinio + + + = 
III mokinio + + =s s= 


3. a) Tarkime, kad A — žemiausias žmogus tarp aukš- 
čiausių, B — aukščiausias tarp žemiausių. Palyginkime 
juos su C — žmogumi, stovinčiu toje pačioje kolonoje, kaip 
A, ir toje pačioje eilėje, kaip B. Kadangi A — aukščiausias 
žmogus savo kolonoje, tai jis aukštesnis už C, o kadangi 
B — žemiausias savo eilėje, tai jis žemesnis už C. Vadina- 
si, A aukštesnis už B. 


"TEZ 77 2 les a oe suna . a 
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b) Panagrinėkime dvejopą rikiuotę (20 pav.). 

Jeigu užbrūkšniuotose dalyse bus išrikiuoti žmonės, aukš- 
tesni už likusius, tai pirmuoju atveju žemiausias tarp aukš- 
čiausių Žmogus bus aukštesnis, o antruoju atveju — žemes- 
nis už aukščiausiąjį tarp žemiausių (patikrinkite!). 

Pagalvokite, kodėl pirmuoju šių atvejų netinka tokie pat 
samprotavimai, kaip sprendžiant uždavinio a atvejį. 

5. Tarkime, kad kiekvienas mokinys išsprendė tik vieną 
uždavinį, bet taip, kad kiekvieną uždavinį išsprendė bent 
vienas mokinys. Tokiu atveju kontrolinis darbas apibrėži- 
mo a prasme bus sunkus, o apibrėžimo b prasme — lengvas. 

7. Iš pavyzdžių 344=7, 247=9 matome, kad 2, 3, 4, 5 
teoremos neteisingos. 1 teorema aiški savaime, 6 teoremą 
lengva įrodyti prieštaravimo metodu. 

8. a) Panagrinėkime kampą prieš kraštinę 13. Jeigu šis 
kampas būtų smailus, tai pagal teoremą apie kraštinę, esan- 
čią prieš smailųjį kampą, turėtų būti teisinga nelygybė 


132 < 122 + 52. 

Jeigu šis kampas būtų bukas, tai pagal teoremą apie kraš- 
tinę, esančią prieš buką kampą, turėtų būti teisinga nely- 
gybė 

132> 123 + 52. 
Tačiau abi šios nelygybės klaidingos, nes 
132 = 169=1444+25= 1283 4+ 58. 
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Todėl nagrinėjamas kampas negali būti nei smailus, nei 
bukas. Vadinasi, jis status. 

b) Pitagoro teoremoje kalbama apie stačiuosius trikam- 
pius, o mes dar nežinome, ar duotasis trikampis status. To- 
dėl Pitagoro teoremos negalime pritaikyti. 

Kai kurie mokiniai taip samprotauja. Įrodysime, tar? 
priešingai. Jeigu trikampis ne status, tai Pitagoro teoremos 
teiginys nepasitvirtina, ir turi būti teisinga nelygybė 13255 
75 1221-52. Tačiau tai netiesa. Vadinasi, trikampis status. 

Tačiau kursyvu parašytas teiginys neišplaukia iš Pitago- 
ro teoremos. Juk Pitagoro teorema liečia tik stačiuosius tri- 
kampius ir nieko nesako apie kitokius trikampius. Tuo bu- 
du, ankstesniuose samprotavimuose remiamasi ne Pitago- 
ro teorema, o kitomis teoremomis apie nestačiųjų trikam- 
pių savybes. 

9. 8 teoremą lengva įrodyti, tariant priešingai (jeigu tei- 
singa 1 teorema). Iš tikrųjų, sakykime, 8 teorema neteisin- 
ga. Vadinasi, iš B neišplaukia A, t.y. gali būti toks at- 
vejis, kai įvykdomas teiginys B ir neįvykdomas A. Taigi, 
neįvykdomas teiginys B ir įvykdomas A, o pagal 1 teoremą 
taip negali būti. 

4 ir 5 teoremoms galima parinkti ir tokių teiginių A ir B 
pavyzdžių, kad tos teoremos būtų teisingos, ir tokių, kad 
būtų neteisingos. Labiausiai akivaizdūs gali būti šitokie 
pavyzdžiai. Tarkime, kad 7 ir 3 dvi taškų aibės plokštu- 
moje. Sakykime, teiginys A „taškas M priklauso aibei .4Z“', 
o teiginys B — „taškas M priklauso aibei 2“, Tuomet iš I 
teoremos bus, kad visa aibė £ yra aibėje 3; iš 2 teore- 
mos,— kad aibės 7 papildinys yra aibėje 39, iš 3 teore- 
mos, — kad aibė. yra aibės 3 papildinyje ir t. t. 

Savarankiškai suformuluokite 
likusias teoremas; nupieškite pa- 
vyzdžių tokių aibių Z ir 2, kad 


tos teoremos būtų teisingos, ir 
tokių, kad jos būtų klaidingos. 
Reikalingus pavyzdžius gali- 


21 pav. ma gauti, išnagrinėjus 21 pa- 
veikslą. 


+) Aibės æ papildiniu plokštumoje vadinama aibė tos plokštumos 
taškų, nepriklausančių aibei „gf. Pavyzdžiui, viršutinės pusplokštumės 
(įskaitant ašį OX) papildinys yra apatinė pusplokštumė (neįskaitant 
ašies OX taškų). 
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Apsvarstykite tuos atvejus savarankiškai ir įsitikinkite, 
kad 4 ir 5 teoremos gali būti ir teisingos, ir klaidingos. 
Supraniama, būtų galima pateikti ir kitokių pavyzdžių 
(pavyzdžiui, 1 ir 6 teoremos iš 7 uždavinio arba jau žino- 
mas geometrijos ir algebros teoremas). 
Dabar įrodysime, kad 2, 3, 6 ir 7 teoremos klaidingos. 
Jeigu 2 teorema būtų teisinga, tai turėtume šią schemą: 
| teorema 2 teorema | 
> B — 


(jeigu A teisingas, tai B teisingas pagal 1 teoremą; jeigu 
A neteisingas, tai B teisingas pagal 2 teoremą). Tuo būdu, 
teiginys B turi būti teisingas visada, o mes susitarėme tokių 
teiginių neimti. 

Jeigu teisinga 3 teorema, tai 


1 teorema 3 teorema _ 
B-— 


— 
e 


Vadinasi, jeigu kokiu nors atveju teiginys A teisingas, 
tai teisingi du priešingi teiginiai B ir B, ko negali būti. 
Taigi, A visada neteisingas, o tokių teiginių mes nenagri- 
nėjame. 

Jeigu teisinga 6 teorema, tai 


_ 6 teorema 1 teorema 
-->B. 


| J 
— 


Kaip matome, iš to, kad teiginys B neteisingas, išplaukia 
kad jis teisingas. Taip gali buti tik tada, kai B teisingas vi- 
suomet. 

Jeigu teisinga 7 teorema, tai 


1 teorema 7 teorema | 
—> — 


Kitaip sakant, iš to, kad teiginys À teisingas, išplaukia, 
kad jis neteisingas. Vadinasi, À visada neteisingas. 

12. a) Pradžioje tarkime, kad x=>0. Tuomet [|x|=x ir 
gauname lygtį 3x=3; iš čia x=1. Dabar tarkime, kad x<S0); 
tuomet |x|= —x ir gauname lygtį —x=3; iš čia x= —3. 

Vadinasi, x,)=1, xx= — 3. 

b) Jeigu x—0, gauname lygtį x24+3x—4=0; iš čia 

X. =1, xx= —4. Sąlygą x7>0 tenkina tik pirmoji šaknis. 

Jeigu x<0, gauname lygtį x2—3x—4—0); iš čia x= —]1, 
x2=4. Sąlygą x<0 tenkina tik pirmoji šaknis. 
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Vadinasi, x,=1, x= — 1. 
c) [mkime x<— 5. Tuomet 2x+1|=— (2x+1), |24—1|= 
=—(2x—1). Gauname —(24+1)—(2x—1) =2; iš čia 
l 


Imkime - ię x< . Tuomet |2x+ [|=2x+1, |2x—1|= 


=—(2x—]). Gauname lygtį (2x+1)—(2x—1)=2, kuri 
yra tapatybė. Vadinasi, visi atkarpos| —ç >» >| skaičiai yra 
lygties sprendiniai. 

Dabar imkime x> _ . Tuomet randame: [2x+1|=2x+1 


2 
ir |2x— B Gauname lygtį (2x4+1) + (2x—1) =2; iš 
Cla X= p 

Vadinasi, visi atkarpos |-5 i zl skaičiai yra duotosios 
lygties sprendiniai. 

13. a) Pradžioje tarkime, kad skaičiai x ir y yra teigia- 
mi. Tuomet |x| =x, |y|=y, |x+4|=x4+y. Nagrinėjamoji nely- 
gybė virsta lygybe. 

Jeigu x teigiamas, o y neigiamas, tai reikia atskirai nag- 
rinėti du atvejus: kai x+y=Œ0 ir kai x+y<0. Pirmuoju at- 
veju |x|=x, |y|=—y, |x+y|=x+y. Gauname nelygybę 
x+y&<x—y. Ji teisinga, nes y neigiamas.“ 

Antruoju atveju |x|=x, |y|=—y, |x<+ |= — (x+y). Gau- 
name nelygybę —x—y<x— y. Ji teisinga, nes x teigiamas. 

Likusius atvejus gausime iš jau peržvelgtųjų, pakeitę 
abiejų skaičių x ir y ženklus. Kadangi dėl to |x|, |y| ir |x + yl 
nepasikeis, tai nelygybė liks teisinga. 

b) Būtų galima, kaip ir sprendžiant uždavinio a atvejį, 
išnagrinėti visus galimus skaičių x, y ir x— y išdėstymo skai- 
čių ašyje atvejus. Tačiau pasinaudokime tuo, kad nelygybė 
x+4|S|*|+|y jau įrodyta. Pažymėkime x—y raide z. 
Tuomet x=4+z. Kadangi |y+2|< |/|+12|, tai lengva įsi- 
tikinti, kad |x|=|y|+|x—y], o tai ir reikėjo įrodyti. 

c) Vėl galime spręsti, nagrinėdami įvairius atvejus, bet 
paprasčiau išvesti šią nelygybę iš jau įrodytųjų. Pastebėsi- 
me, kad mūsų nelygybė sutampa su b atvejo nelygybe, kai 
Ix|>|4|. Jeigu |*|<|y|, tai gauname nelygybę 


Ix—4|>|5|- l, 
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arba |y—x|>1!4|— |x. Bet čia vėl uždavinio b atvejo nely- 
gybė, kurioje sukeisti vietomis x ir y. 

Pastaba: Galima pasiūlyti vaizdesnį sprendimą, pasinaudojant 
tuo, kad dydis |x| yra lygus atstumui tarp skaičių ašies taškų x ir 0, 
o dydis |x— y| — atstumui tarp taškų x ir y. Zr. šiuo klausimu knygutę 
Uenbbana H. M., Tnaronema E. T., Kupannos A. A. „Meros Koop- 
AKHaT“. 


14. a) Nelygybe |/1000<1,001 galime perrašyti šitaip: 
1000< (1 4+0,001)". Atskliauskime dešiniąją pusę pagal bi- 
nomo formulę. Gausime: 


> n n (n— |) l 
(1 + 0,001) = | + -o +>. mo T + 000" ` 


Iš čia matome, kad, kai n>1, dydis (14-0,001)" visais at- 
vejais didesnis už l+ Todėl, imdami pakankamai 
didelį n, pavyzdžiui, n= 1 000 000, gausime: (I +0,001) "> 
>1000. Vadinasi, kai n=1 000 000, tenkinama ir pradinė ne- 
lygybė. 

b) Kaip ir spręsdami uždavinio a atvejį, perrašysime 
nelygybę šitaip: 27 <<(14-0,001)*. Atskliausime dešiniąją pu- 
sę pagal binomo formulę. Iš šios formulės gauname, kad, kai 
n>2, teisinga nelygybė 


£ n n (n— |) 
(1 +0,0017> l +- + 5057 > 


Tačiau, kai n pakankamai didelis, šis reiškinys yra dides- 
nis už n. Iš tikrųjų, jeigu n— 1>2-10003, tai jau paskutiny- 
sis dėmuo yra didesnis už n. Vadinasi, kai n=2-10002+2, 
tenkinama nelygybė (1,001)”>n, taigi, ir pradinė nelygy- 


bė Vn < 1,001. 
c) Pasinaudosime tapatybe 


—— 1 l 
I-Vn=———-- 
Vn+ Vn Vn+1+ Vn 
Iš jos matome, kad dydis Vn+1-|/2 bet kokiu atveju 
mažesnis, neguz" Todėl, kai n>25, tenkinama nelygybė 


—> = 1 | 
Va+1- Vn <yn “0: 


d) Toks skaičius n neegzistuoja. Iš tiesų, jeigu 
Vnž+n-n<0,!, tai Vn?+n <n+0,1 ir 
n?+n<(n+0,1)=n?+0,2n+0,01. 

Pastaroji nelygybė, suprantama, negali būti teisinga, ko- 

ki beimtume n, nes n>0,2n + 0,01. 
15. a) Pažiūrėkime, kaip keičiasi reiškinys | ; 


imant dideles (absoliutiniu didumu) K reikšmes. Aišku, kad 
skaitiklyje pagrindinį vaidmenį vaidina narys $, o vardik- 
lyje — A+. Todėl galima tikėtis, kad, kai Ë pakankamai dide- 


lis, reiškinys bus apytiksliai lygus |+ TE 


Dabar panagrinėkime, kiek skiriasi tiksli duotojo reiški- 
nio reikšmė nuo rastosios apytikslės. Tam tikslui atliksime 
šitokius pertvarkymus: 


2 Í 
ks 9k +I! k 12 
|. ~F aAA 
(1-5) 
2 | 
l l= ys t 
NTA UE i 
“k 


Tarkime, kad |A|>2; tuomet 


2 1 2 1 | 1 
i- + titrs tte 


3 3 3 1 
LZ >1- 1731-7535. 
Todėl, kai |A|>2, teisinga nelygybė 
| me 
l P r I 2 
TkT l aa 
- i Ñ 
Vadinasi, kai |k|>2, reiškinys nebūna didesnis už 2. Be- 
lieka pažiūrėti, kokios būna jo reikšmės, kai k=—1, 0, I. 


Atitinkamas reikšmes gauname, 5 , 0. Tuo būdu, ieško- 
masis skaičius C egzistuoja. Pavyzdžiui, galima imti C=2. 
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Pastaba. Tokiu pat būdu galima tiksliau įvertinti duotąjį reiškinį 
ir įsitikinti, kad didžiausia jo reikšmė, lygi I, gaunama, kai k= —1. Pa- 
darykite tai savarankiškai. l 

b) Duotasis reiškinys yra dviejų skaičių sandauga: A ir 
sin k. Pirmasis jų gali būti parinktas kiek norima didelis. 
Jeigu tuo pačiu antrasis narys nebus pernelyg mažas, tai ir 
visa sandauga bus didelis skaičius. Pavyzdžiui, imkime 
sin k didesnį už 2 Aibė taškų x, kuriuos imant sin x> > 
sudaryta iš be galo didelio skaičiaus intervalų 

2nn+ =<x<2mn+5 >; 

čia n — bet kuris sveikas skaičius (22 pav.). Kiekvieno in- 
tervalo ilgis 7. Kadangi jis didesnis už 1, tai kiekvieno 
šių intervalų viduje yra bent po vieną sveikąjį skaičių. Va- 
dinasi, kiekvienam skaičiui C egzistuoja be galo daug tokių 
skaičių k, kad k sin A>C. Iš tikrųjų, visi skaičiai k, telpan- 


4 


auk Nuoga OG 
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22 pav. 


tys anksčiau nurodytuose intervaluose, tenkina nelygybę 
sink >y . Todėl, jeigu natūrinis skaičius k didesnis už 
2C ir yra viename šių intervalų, tai k sin k> C. Tokių skai- 
čių, kaip matome, yra be galo daug. 

16. a) Sakykime, kad vienos kraštinės tikras ilgis (cen- 
timetrais) lygus a, o kitos lygus b; atitinkamus matavimų 
rezultatus pažymėkite a+x ir b+y. Pagal sąlygą |x| ir 
|| ne didesni už 1. Tada perimetro skaičiavimo paklaida ly- 
gi: 2(a+ x) +2(6+y) — (2a+2b) =2x+2y. Remdamiesi 13, 
a, uždavinio nelygybe, galime užrašyti: 

(2x+2y|<2|x|+2|y|<4. 

Ploto matavimo paklaida 

(a+x)(b+y)-ab=ay +bx+ xy. 

Kaip matome, paklaidos didumas priklauso nuo kraštinių 
ilgio. Pavyzdžiui, jeigu kalbama apie sąsiuvinio lapo plo- 
tą, tai a~ 15, b=20 ir pakiaida ne didesnė kalp 36 cmž: 

lay+bx+xy| <a |y|+b|x|+|x|- |x|< 15+20+1 =36 
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Jeigu matuojamas futbolo aikštės plotas, tai a—5000, 
b=8000. Šiuo atveju paklaida gali būti didesnė už vieną 
kvadratinį metrą. 

b) Naudokimės tais pačiais Žymėjimais, kaip ir a atveju. 
Pagal sąlygą, |*|<0,0la, || <0,016. Iš čia |2x4-2y| <2|x: + 
+2|y|<0,01-(2a 426). Vadinasi, perimetro skaičiavimo pa- 
klaida ne didesnė kaip vienas procentas. 

Skaičiuojant plotą, 


jay +bx+xy <a|y|+b6|x|+|xy| < 0,01 45 +0,01 ba + 
+0,0001 ab = 0,0201 ab. 


Vadinasi, ploto skaičiavimo paklaida ne didesnė kaip 2,01 
procento, t. y. praktiškai 2 procentai. 


17. a) Palyginkime du gretimus sekos narius: 
n? (n+l) _ n?—2n—l (n—1)'-2 


Xn Anti = On gnti gni On+1 


Kai (n—1)?<2 (t.y. kai n= 1,2), šis reiškinys yra neigia- 
mas, vadinasi, xx <Xn+,. Kai (n—1)2>2 (t.y. kai 23), 
pastarasis reiškinys teigiamas, taigi, *4>*n4+,. Tuo būdu, 
x; yra didžiausias narys. 

b) Šį uždavinį, kaip ir ankstesnįjį, galima išspręsti, ti- 
riant skirtumą *„—Xn4,. Atlikite tai savarankiškai. 

Kitas būdas: 


a P n s DS 

"  ]00 +m ~ (10—2)*4-20n ° T va) 
-M pyn 
Vn 


Pastarosios trupmenos vardiklis, koks bebūtų n, ne ma- 
Zesnis už 20, ir jis lygus 20, tik kai 


10 = 
——Vn=0, 
Va“ 
t.y. kai n= 10. 
c) Palyginkime du gretimus narius: 
1000” 10007+: _ 10007 _ 
KAS AT a art! 1000) . 


Matome, kad *<*n4;, kai n< 999, X.=Xn4,, kai n= 
= 999, ir X» >Xn4;, Kai 1 >999. Vadinasi, didžiausi sekos na- 
riai X999 = X1000- 


39 


18. a) Pirmas būdas: x21—Xn4,= [n2—5n+1] — 
— [(n+1)2—5(1+1) +1] =4- 2n. 
Iš čia: 


X. — X,+1i> 0, kai n<2, 
X,— X,+1= 0, kai n=2, 
X,— x, + <0, kai n>2. 


Išvada: mažiausi nariai x2= x3. 

Antras būdas: x,=12—51n+1=(n—2,5)2—5,25. Ka- 
dangi n — sveikas skaičius, tai dydis (n— 2,5)? bus mažiau- 
sias, kai n=2 ir n=3. 

b) Kiekvienas šios sekos narys yra atvirkštinis skaičius 
atitinkamam 17 uždavinio b atvejo sekos nariui. Žr. to už- 
davinio sprendimą. 

c) Pirmas būdas. Išrašykime keletą duotosios se- 
kos narių: 


6, 2, -2, 4,710,76,2, 8,... 


Galima tarti, kad mažiausias narys yra xs = —2. Įrodysi- 
me tai. Palyginsime narius x, ir —2, kai n>3; 


x —(-2)=n+2+5 sin 2 >545 sin 2220, 
Antras būdas. MA W duotą seką į tris po- 
sekius ir ištirkime kiekvieną jų atskirai. Pirmąją seką su- 
daro nariai, kurių numeriai lyginiai: 
Xək = 2k + 5 sin xk = 2k. 
Antrąją seką sudaro nariai, kurių numeriai n=4k+1: 
šasi = Ak + 1 +5sin(22k+5)=4k+46. 
Trečiąją seką sudaro nariai, kurių numeriai n=4k— 1: 
xa-154k— l +5sin (22k— 7)=4k — 6. 
Kaip matome, visi trys posekiai yra didėjančios aritmeti- 
nės progresijos. Kiekvienoje jų mažiausias yra pirmas na- 
rys, o iš šių trijų narių mažiausias yra xą= — 


21. a) Tarkime, kad atkarpa [a, b) — „gaudykla“. Vadi- 
nasi, už šios atkarpos ribų gali būti tik baigtinis skaičius 
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sekos narių. Jeigu ši atkarpa nebūtų „lesykla“, tai íos vi- 
duje taip pat būtų baigtinis sekos narių skaičius. Tačiau 
iš viso seka turi be galo daug narių. Iš prieštaravimo ma- 
tyti, kad atkarpa [a, b] turi būti „lesykla“. 

b) Pavyzdžiui, seka b ir atkarpa B iš 99 uždavinio. Pir- 
mas, trečias, penktas ir t.t. šios sekos nariai yra atkarpos 
viduje, O antras, ketvirtas, šeštas ir t.t. — išorėje. Todėl 
atkarpa yra „lesykla“, bet nėra „gaudykla“. 

23. a) Pavyzdžiui, seka 


1: 3: SR rs a 


b) Tokios sekos negali būti. Iš tikrųjų, tarkime, kad tam 
tikrai sekai atkarpa [0, 1] yra „gaudykla“. Tada šios at- 
karpos išorėje gali būti tik baigtinis sekos narių skaičius. 
Vadinasi, ir į atkarpos [2, 3] vidų patenka tik baigtinis 
narių skaičius. Todėl atkarpa [2, 3] negali būti tos sekos 
ir tuo labiau (žr. 21 uždavinį, a) negali būti ,,gau- 
dykla“. 

24. a) Kur beimtume atkarpą, kurios ilgis 1, ji nesikirs 
su viena iš atkarpų [0, 1] ir [9, 10]. Pavyzdžiui, sakykime, 
atkarpa neturi bendrų taškų su atkarpa [0, 1]. Jei ši at- 
karpa būtų „gaudykla“, tai jos išorėje, o tuo pačiu ir atkar- 
poje [0, 1], būtų tik baigtinis sekos narių skaičius. Bet tai 
prieštarauja sąlygai, kad atkarpa [0, 1] yra „lesykla“. 

b) Ištirkime dvi sekas: 


° ° 2, . o n=l a 

1) 1; 9; 1 5 117 Zi Ožio n? 9 n °? ° e° °> °) 
1 2 ol. melagių 

2) 0; 10; si 9 , 32593: ° ° °. n 9 Sis 


Pirmajai sekai neegzistuoja „gaudykla“, kurios ilgis ly- 
gus 9. (Patikrinkite, kad atkarpos|0, s] ir |9 5 10] yra 
šios sekos „lesyklos“. O tai rodo, kaip jau įsitikinome, spręs- 
dami uždavinio a atvejį, kad ilgio 9 „gaudykla“ neegzis- 
tuoja.) 

Antrajai sekai atkarpa Ë x 9 |yra „gaudykla“, nes visi 

sekos nariai, pradedant Eris telpa šioje atkarpoje. 

25. a) Seka I; 2; 3; n; ... neturi nė vienos „lesyk- 


los“, nes ilgio I atkarpoje telpa ne daugiau kaip (+I sekos 
narių. 
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b) Sudarysime seką, kurios nariai yra visi racionaliniai 
skaičiai. Kadangi bet kurioje atkarpoje yra be galo daug 
racionalinių skaičių, tai tokiai sekai kiekviena atkarpa bus 
„lesykla“. Kad sudarytume reikalingą seką, judėkime lan- 
guoto popieriaus lapu taip, kaip parodyta 23 paveiksle. 

Kiekvieną kartą, kai praeiname langelio viršūnę, užrašy- 
kime vieną sekos narį. Jeigu langelio koordinatės x, y (kaip 


r. EX 


23 pav. 


matome 23 paveiksle, x ir y — sveikieji skaičiai ir y>0), 
tai atitinkamas sekos narys lygus = Tokiu būdu gauname 


seką: 
0.1 1. 0 -l-l -2) 


TI’T’? 2:2? 9 5 J? 1 9 TA 
Parodysime, kad šioje sekoje yra visi racionaliniai skai- 
čiai. Iš tikrųjų, kiekvieną racionalinį skaičių pagal apibrė- 
žimą galime išreikšti santykiu a kuriame p ir g — svei- 
kieji skaičiai ir g>0. Judėdami plokštuma anksčiau apra- 


šytu būdu, kuriame nors žingsnyje pateksime į tašką, kurio 


koordinatės p, q. Atitinkamas sekos narys ir bus L. 


Iš tikrųjų, kiekvienas racionalinis skaičius pateks į sudarytą seką 
netgi be galo daug kartų, nes racionalinį skaičių galime išreikšti san- 
tykiu £ begalybė būdu (pavyzdžiui, Sege is.. . Tačiau tiks- 
liai nurodyti, koks bus kiekvieno racionalinio skaičiaus eilės numeris 
sekoje, ne taip jau paprasta. Pavyzdžiui, pamėginkite rasti skaičių 


13; -7 numerius. O koks skaičius bus 100-asis šios sekos narys? 
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27. a) Imkime atkarpą, kurios centras — taškas a. Šios 
atkarpos ilgį pažymėkime 2e. Pagal ribos apibrėžimą gali- 
ma rasti tokį skaičių A, kad visiems n> k būtų teisinga ne- 
lygybė |*„—a!<e. Si nelygybė reiškia, kad taškas x, yra 
paimtoje atkarpoje. Vadinasi, už minimos atkarpos ribų yra 
ne daugiau kaip k sekos narių, taigi, ši atkarpa — „gau- 
dykla“. 

b) Sakykime, duotas bet koks teigiamas skaičius e. Im- 
kime 2e ilgio atkarpą, kurios centras — taškas a. Pagal są- 
lygą ši atkarpa yra „gaudykla“, todėl jos išorėje yra baig- 
tinis sekos narių skaičius. Tarkime, kad k — didžiausias iš 
tų narių numerių. (Jeigu abipus atkarpos visai nėra sekos 
narių, tai imsime 4=0.) Tada, imant bet kokį n>k, narys 
Xn turi būti minėtoje atkarpoje, t. y. tenkinama nelygybė 
IX„—G|<e. Tuo būdu, įrodėme, kad a — sekos {xn} riba. 

28. a) Sakykime, duota atkarpa, kurios centras — taš- 
kas a. Pažymėkime jos ilgį 2e. Tada pagal ribos apibrėži- 
mą egzistuoja toks skaičius R, kad tenkinama nelygybė 
IX, —a|<e, kai n>k. Vadinasi, visi sekos nariai, kurių nu- 
meriai didesni už k, yra duotoje atkarpoje. 

Dabar tarkime, kad duota atkarpa, kurioje nėra taško a. 
Pažymėkime e atstumą nuo taško a iki artimiausio atkar- 
pos galo. Pagal ribos apibrėžimą egzistuoja toks skaičius A, 
kad |x, —a|<e, kai n>k. Vadinasi, parinkus 1>k, narys 
Xn yra arčiau taško a, negu artimiausias duotosios atkarpos 
galas. Todėl visi nariai, kurių numeriai didesni už R, išsi- 
dėstę nė toje atkarpoje. Vadinasi, duotoje atkarpoje ne- 
gali būti be galo daug sekos narių. 

b) Sekai 


l l | (Nn 1), 
l ç; 3; Zi l) N 


bet kuri atkarpa, kurios centras — taškas 0, yra „lesykla“. 
Iš tikrųjų, seka, sudaryta iš narių 5: yi š : opri REPAR 


lyginiais numeriais, kaip matome, artėja prie 0. Todėl bet 
kurioje atkarpoje, kurios centras — taškas 0, yra be galo 
daug šios sekos narių (žr. uždavinio a sprendimą). Vadi- 
nasi, ši atkarpa yra duotajai sekai „lesykla“. Dabar įrody- 
sime, kad jokia atkarpa, kurioje nėra taško 0, nėra „lesyk- 
la“. Iš tiesų, sekai, sudarytai iš narių su lyginiais nume- 
riais, tokia atkarpa nėra „lesykla“ (žr. uždavinio a spren- 
dimą); sekai, sudarytai iš narių 1; 3; 5; 7; ... su nelygi- 
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niais numeriais, apskritai jokia atkarpa negali būti „lesyk- 
la“ (įrodykite savarankiškai). Todėl bet kurioje atkarpoje, 
neturinčioje taško 0, bus baigtinis skaičius narių su lygi- 
niais numeriais ir baigtinis skaičius narių su nelyginiais nu- 
meriais. Taigi, ir duotosios sekos narių toje atkarpoje te- 
bus baigtinis skaičius, todėl atkarpa — ne „lesykla“. 
Vadinasi, seka x„=m—0““'? ir skaičius O atitinka 28 už- 
davinio, b sąlygas. Tačiau 0 nėra šios sekos riba. Juk prie- 
šingu atveju visi sekos nariai, pradedant nuo tam tikro 
numerio, tenkintų nelygybę |xn|<1. Tuo tarpu šios nely- 
gybės netenkina visi nariai su nelyginiais numeriais. 


Pastaba: Galima įsivaizduoti, kad seką 
(— 0 
xn =n 
sudaro dvi paprastesnés sekos: 
1; 3; S: T;  i2n—= 15... 
oas yu alų 
204700 Up 
Dažnai naudinga sudaryti sekas šiuo būdu. Pavyzdžiui, norint rasti 
tokią seką, kuriai kiekviena iš dviejų duotų L būtų „Iesykla“ 


(žr. 23 uždavinį, b), galima sujungti dvi sekas, kurių vienai būtų 
„lesykla“ pirmoji atkarpa, o antrai — antroji. 


29. Spręsdami 28 uždavinį, a, įrodėme, kad tokiu atveju, 
jeigu x„—a, kai 1——o0, tai jokia atkarpa, kurioje nėra taš- 
ko a, nėra „lesykla“. Tuo remiantis, lengviau įrodyti reika- 
lingą teiginį, tarus priešingai. Įrodykite savarankiškai. 

30. Norėdami įrodyti, jog skaičius a yra sekos {xn} riba, 
turime įrodyti, kad kiekvienam teigiamam skaičiui e galima 
parinkti tokį skaičių A, kad parinkus n>œk, būtų teisinga 
nelygybė |x, —a|<e. Dažnai galima rasti formulę, išreiš- 
kiančią skaičių + skaičiumi e. 


a) CL; lim x,=0. Kadangi |x,|= +, tai k gali- 
Ą—>0 


me laikyti lygiu 2 Iš tiesų, kai n > L „ tenkinama nelygybė 


1 
[x |= = <E. 


1 pastaba. Skaičius k išreiškiamas duotuoju skaičiumi e 
nevienareikšmiškai. Pastarajame pavyzdyje kaip k galėjo- 


me imti = arba il (ir, apskritai, bet kokį skaičių, di- 


desnį už =) „ Dažnai būna patogiau pasirinkti ne „ekono- 
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miškiausią“ k reikšmę (kuri gaM būti išreiškiama skaičiumi 
e labai sudėtingai), o paprastesnį išraišką. Pavyzdžiui, no- 


rint įrodyti, kad lim =0, galima pasinaudoti 


o A+ 0,ôn+3,2 
l E Goete 2] T 

nelygybė x, < >< zir skaičiumi k laikyti > . Tai Žymiai 

paprasčiau, Šias imti ekonomiškiausią reikšmę 


+ 


k= TE 2,552- Ra 


siais | 2552- 154 L 


kurią gauname, išsprendę kubinę lygtį: 


4e?’ 


m +0,6n+3,2> L 


Būna ir tokių atvejų, kai ekonomiškiausiai k reikšmei iš 
viso negalima sudaryti formulės, tuo tarpu reikšmė „su 
atsarga“ lengvai išreiškiama formule. 

2 pastaba. Jeigu duotajam g pavyko surasti kokį nors R, 
tai, suprantama, tam pačiam e tinka ir visi didesni skai- 
čiai. Todėl ribos apibrėžime k galima laikyti sveikuoju skai- 
čiumi. 


Kadangi xn l= 5 „ tai skaičių k galime imti lygų 


logs o : 
c) Pasinaudoję geometrinės progresijos sumos formule, 
gauname 


| l l 
x= l+y +... 3 = 2- j 


Matome, kad lim x,=2 ir skaičiumi & galime laikyti 
n> 
log, = ' 
d) Riba neegzistuoja, nes, imant bet kurį skaičių a ir 
bet kokį e, nelygybę |x„—a|<e tenkina tik baigtinis nume- 
riu n skaičius. 
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e) lim x,=1. Kadangi šiuo atveju |*,—1| tapatingai 
lygus nuliui, tai nelygybė |x — || <e yra teisinga, imant bet 
kurį teigiamą e ir visus numerius A. 

f) Išnagrinėkime atskirai du atvejus: kai n yginis ir 


kai — Kai n lyginis, n=2m, gauname x,=-—. To- 


dėl, kai m> — 10 y. n> =). tenkinama nelygybë eiee Kai 


n nelyginis, narys Xn lygus nuliui, todėl nelygybę |x„|<e 
tenkina visi nariai su nelyginiais numeriais. Vadinasi, 


lim x„=0 ir skaičių k galime pasirinkti lygų =. 


n—> %0 


g) Pagal geometrinės progresijos sumos iormüle turime 


2 2 2 2 l 
T ...2=5*1x+--- se, "5 (1-76). 
n 


Iš čia lim x= „ ir k galime imti lygų Ig S [arba tie- 


; l š i Zi į 
siog Ig — ; Žr. pastabą prie pavyzdžio a sprendimo |. 

h) Riba neegzistuoja. Iš tikrųjų, jeigu „= 180“ m, tai 
Xn =Ū, o jeigu n=90 +360* m, tai x„=|. Jeigu seka turėtų 
ribą a, tai, pradedant nuo tam tikro numerio no, būtų ten- 
kinama nelygybė |x,—a| 2 O iš čia, kai n, >no ir no > no, 
būtų tenkinama nelygybė 


l 1 
| Xn — Xm |S |* —a|+|a — x j< ¿F 49 ` 
Tuo tarpu pasirinktoje sekoje yra kiek norima nariu su 
dideliais numeriais, kurie skiriasi vienas nuo kito daugiau, 
negu ° ° 
i) Kadangi [cos n°|<1, tai |x,|< ÍL. Matome, kad 


n 


im x,=0 ir k galime imti lygų 2. 


k) Riba neegzistuoja. Jeigu skaičius a būtų riba, tai, pra- 
dedant o tam tikro numerio, būtų tenkinama nelygybė 


EA -a|< 5 > „ Tuomet 


l 1 
| X, — Xs +1| <|*,-3|+|4- xnl < +y =l. 
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Tačiau pasirinktoje sekoje bet kurių gretimų narių skirtu- 
mas didesnis už 1. 

31. Tarkime, kad du skirtingi skaičiai a ir b yra tos pa- 
čios sekos {xn} ribos. Pažymėkime atstumą tarp šių dviejų 
taškų 2e. Jeigu a yra sekos {xn} riba, tai galima rasti tokį 
skaičių kı, kad, kai n> k, būtų tenkinama nelygybė |x, —a| < 
<e. Analogiškai, jeigu b — taip pat sekos {xn} riba, tai ga- 
lima rasti tokį skaičių kọ kad, kai n>œ>kə, būtų [x„—b|<e. 
Vadinasi, jeigu numeris n didesnis ir už k, ir už kg, tai ten- 
kinamos abi nelygybės: |x,—-al|<eirlx,-b|<e , o to negali 
būti, nes 'a—b|=2e. 

32. a) Trodysime, kad bet kuri atkarpa, kurios centras — 
taškas a, yra „Ilesykla“. Tarkime, kad šios atkarpos ilgis 2e. 
Reikia parodyti, kad be galo daug sekos narių patenka į 
šią atkarpą, t.y. tenkina nelygybę |x,—a|<e. Sakykime, 
taip nėra, t. y. toje atkarpoje tėra tik baigtinis sekos na- 
rių skaičius, o didžiausias iš jų numeris yra k. (Jeigu toje 
atkarpoje visai nėra sekos narių, tai k=0.) Tada visi na- 
riai, kurių numeriai didesni už k, yra už tos atkarpos ribų. 
Tačiau tai prieštarauja ribinio taško apibrėžimui: bet ku- 
riam k galima rasti tokį n, kad n>k, tuomet |x,—a|<e, t. y. 
Xx yra pasirinktoje atkarpoje. 

b) Tarkime, priešingai, kad a nėra ribinis sekos taškas. 
Vadinasi, imant kurį nors e ir tam tikrą A, negalima rasti 
tokio numerio n, kad n>k, kuriam |x,—a|<s. Kitaip sa- 
kant, tam tikroje atkarpoje, kurios centras a, tėra baigtinis 
skaičius (ne daugiau kaip A) sekos narių. Bet tai priešta- 
rauja sąlygai, kurioje pasakyta, kad bet kuri atkarpa su 
centru a yra sekai {xn} „lesykla“, t. y. apima be galo daug 
sekos narių. 

33. Pirmas būdas. Tarkime, kad lim x,=a. Duo- 


tam teigiamam e egzistuoja toks skaičius ką, kad, imant 
bet kurį n> ko, tenkinama nelygybė |x„—a|<e. Dabar tar- 
kime, kad duotas bet kuris skaičius k. Kaip matome, pa- 
rinkus numerį n didesnį už ko ir A, tenkinamos abi reikalin- 
gos nelygybės 
TMO, n>k ir |x,-a|<e. 

Antras būdas išplaukia iš 27, a, 21, a, ir 32, b, už- 
davinių sprendimo. 

34. a) Sekos x, = ntl riba yra skaičius 1. Vadinasi, (žr. 
33 uždavinį), skaičius l — šios sekos ribinis taškas. Kitų 
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ribinių taškų seka neturi (žr. 28, a, ir 32, a, uždavinius). 

b) Taškai +1 ir —1 yra sekos xx= (—1)" ribiniai taš- 
kai. Imant bet kurį kitą tašką a, galima sudaryti tokią at- 
karpą, kurios centras būtų tas taškas ir kurioje nėra nė vie- 
no sekos narių. Todėl kitų ribinių taškų seka neturi. 

c) Kadangi funkcija sin x? turi 360° periodą, tai kiek- 
vienas iš skaičių 0, +=sin 1°, Łsin2°, <... +sin 89°, +1 
sutinkamas sekoje be galo daug kartų. Todėl visi šie skai- 
čiai yra ribiniai taškai. Jeigu skaičius a nesutampa nė su 
vienu iš 181 ribinių skaičių, tai galima parinkti tokią at- 
karpą su centru taške a, kurioje nėra nė vieno sekos nario. 
(Tam tereikia imti atkarpos ilgį mažesnį už atstumą nuo 
taško a iki artimiausio iš aukščiau nurodytų ribinių skai- 
čių.) Todėl kitų ribinių taškų seka neturi. 

e) Jeigu skaičius a tenkina sąlygas O0<2<:1, tai bet ku- 
rioje atkarpoje, kurios centras — taškas a, yra be galo daug 
pasirinktos sekos narių. Iš tikrųjų, jeigu atkarpos ilgis 2e, 
tai, imant bet kurį ">=, narių + ; z "R = grupëje 
turi büti bent vienas narys, esantis minëtoje atkarpoje. Jeigu 
a<0 arba a>l, tai galima parinkti tokią atkarpą su cent- 
ru taške a, kurioje nebus nė vieno sekos nario. Todėl duo- 
tosios sekos ribiniai taškai bus visi atkarpos [0, 1] taškai 
ir tiktai jie. 

35. a) Tarkime, kad seka (x,) turi ribą xo, Imkime bet 
kurią atkarpą fa, b), kurios centras — taškas xo. Pagal ri- 
bos apibrėžimą, pradedant nuo tam tikro numerio, tenki- 
nama nelygybė | x, — xo | < k „Taigi, atkarpos išorėje yra 
tik baigtinis skaičius sekos narių. Tarkime, kad x; yra di- 
džiausias (absoliutiniu didumu) iš tų narių. Pažymėkime 
raide C didžiausiąjį iš skaičių |a|, |b], |x. Tada visus sekos 
narius tenkins nelygybė |x,|<C. Iš tiesų, jeigu x” yra at- 
karpoje [a, b], tai |x„| nėra didesnis už didesnįjį iš skaičių 
|al, |b]|. Jeigu x, yra atkarpos (a, b] išorėje, tai [|x |<! Xx 
(nes xk yra didžiausias absoliutiniu didumu tarp sekos na- 
k e atkarpos [a, b] išorėje). Vadinasi, tuo labiau 
X, SC. 

$ Seka, pateikta 22 uždavinyje, b, yra aprėžta, nes 
Ixan < 2. Įrodysime, kad ji neturi ribos. Iš tikrųjų, lengva 


patikrinti, kad atkarpos |o, 7 ir Ë 14] yra sekos {xn} 


„lesyklos“. Atstumas tarp šių atkarpų lygus 2 
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Iš to matyti (žr. 24 uždavinio, a, sprendimą), kad duo- 
toji seka neturi „gaudyklos“, kurios ilgis mažesnis už +. 


Tačiau, jeigu seka (x„) turėtų ribą, tai būtų galima rasti 
kiek norima trumpą „gaudyklą“. Vadinasi, riba neegzis- 
tuoja. 

Suprantama, galima išspręsti šį uždavinį, nevartojant 
„gaudyklos“ ir „Iesyklos“ terminų (plg. 30, h, k uždavinio 
sprendimus). Atlikite tai savarankiškai. 

36. a) Tarkime, kad C — bet kuris skaičius. Visi n>C 
tenkina nelygybę x,|> C. Todėl seka {xn} aprėžtai didėja 
(artėja prie begalybės). 

b) Sprendžiama taip pat, kaip ir a atve;į. 

c) Seka neaprėžta, nes bet kokiam sveikam skaičiui C 
galima rasti tokį numerį z, kad būtų |x,|>C (užtenka imti 
n bet kurį lyginį skaičių, didesnį už C). Tačiau ši seka 
neartėja prie begalybės, nes nelygybės |x,|>1 netenkina 
visi nelyginiai sekos nariai. 

d) Tarkime, kad C — bet kuris skaičius. Visiems n> C2 
galioja nelygybė |x,|>C. Vadinasi, x„>00, kai n>-oo. 

e) Parodysime, kad seka (x,) aprėžta. Tiksliau kalbant, 
įsitikinsime, kad |x, <5. Kadangi x„>0, tai |x„|=x, II 
pakanka įrodyti, kad x„<5, o tai išplaukia iš šitokių pri- 
klausomybių: 

100 n 5 
5 — Xn = Ò — IK S m (100 +z? — 20n) = 
5+(10- n)? 
1004-23 >0 


37. Išsamiai išnagrinėsime tik du pavyzdžius. 

l) Parodysime, kad 1 sąlygą tenkina bet kuri seka {xn}. 
Iš tikrųjų, turime įrodyti, jog galima parinkti tokį teigiamą 
skaičių e, tokį skaičių A ir tokį numerį n>A, kad būtų 
x, —a|<e. Parinkime e=|x, —a|+1, k=0 ir n=1. Tada nu- 
rodytoji sąlyga bus išpildyta. 

2) Parodysime, kad 6 sąlyga reiškia, jog skaičius a nėra 
sekos {xn} riba. Iš tikrųjų, teiginys „a yra sekos {Xn} 
riba“ reikštų, jog kiekvienam e>0 galima rasti tokį k, kad 
visiems n>œ>k būtų teisinga nelygybė |x, —a|<e. Šio teiginio 
paneigimas yra šitoks: „ne kiekvienam 2>0 galima rasti 
tokį k, kad visiems n> k būtų teisinga nelygybė |x,—a|<e“. 

Šitą frazę galima pasakyti ir šitaip: „kokiam nors e>0 
negalima rasti tokio k, kad bet kokiam n>k būtų teisinga 
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nelygybė |x„—a|<e“. O tai galima ir šitaip suformuluoti: 
„galima rasti tokį e>0, kad, imant bet kurį k, ne visiems 
n>k būtų teisinga nelygybė [xv, —a| <=“. Pagaliau, ia ga- 
lima pasakyti dar ir šitaip: „galima rasti tokį e>0, kad 
bet kuriam k būtų parinkti 2 >A, kuriam teisinga nelygybė 
Xn —a|>= s“. 

Dabar gavome kaip tik 6 sąlygą. Atkreipkite dėmesį į 
tai, kad šitą sąlygą galima gauti iš ribos apibrėžimo pagal 
šią taisyklę: 1) vietoj žodžių „galima rasti tokį..., kad“ įra- 
šyti „bet kuriam“; 2) vietoj žodžių „bet kuriam“ įrašyti 
„galima rasti tokį..., kad“; 3) nelygybę |*,—a, <e pakeisti 
priešinga nelygybe |x, —a|== e. Sia taisyklę galima taikyti 
ir visoms kitoms sąlygoms. Patikrinkite, kad šiuo būdu iš 
kiekvienos sąlygos gauname jos paneigimą. 

38. b) Jeigu rinkinys prasideda + ženklu, tai visi sekos 
nariai lygūs a. Todėl visi likusieji rinkinio ženklai nusta- 
tomi vienareikšmiškai: skaičius a yra sekos riba ir ribinis 
taškas, seka aprėžta ir neartėja prie begalybės. 

Dabar išnagrinėsime rinkinius, kurie prasideda ženklais 
— +; tai reiškia, kad seka artėja prie a. Tada visi liku- 
sieji rinkinio ženklai nustatyti: seka turi ribinį tašką a 
(33 uždavinys), aprėžta (35 uždavinys, a) ir neartėja prie 
begalybės. 

Dar išnagrinėsime rinkinius, kuriuose paskutinis ženklas 
yra +. Šiuo atveju seka aprėžtai didėja, ir todėl aiškūs visi 
kiti rinkinio ženklai: seka nelygi tapatingai a, neartėja prie 
a, neturi ribinio taško a ir neaprėžta. 

Likusiuose rinkiniuose pirmasis, antrasis ir penktasis 
ženklas yra —. Pasirodo, kad šiuo atveju trečioje ir ketvir- 
toje vietoje gali būti bet kokie ženklai. Atitinkamų pavyz- 
džių duota „Atsakymų ir nurodymų“ skyriuje. 

39. „Atsakymų ir nurodymų“ skyriuje pateikti pavyzdžiai 
tokių sekų, kurios turi ribą ir arba didžiausią narį, arba 
mažiausią, arba ir vieną ir kitą. Belieka įrodyti, kad nėra 
tokios sekos, kuri turi ribą, bet neturi nei didžiausio, nei 
mažiausio nario. 

Tarkime, kad seka {xn} neturi didžiausio nario. Parody- 
sime, kad tuomet galima išskirti iš sekos {xn} didėjantį 
posekį. Iš tikrųjų, imkime pirmąjį sekos narį xı. Kadangi 
jis ne didžiausias, tai egzistuoja narys „x, > xy. Šis narys 
x, negali būti didesnis už kiekvieną po jo einantį sekos 
narį (priešingu atveju didžiausias iš pirmųjų m, sekos na- 


50 


riu būtų didžiausias iš visų sekos narių). Todėl egzistuoja 
toks numeris n>n, kad x, > x,. Narys Xm, vėl negali 
būti didesnis už visus po jo esančius narius ir t. t. Gauna- 
me begalinę didėjančią seką 


XIL Xm KA <... KA <... 


Analogiškai, jeigu seka {xn} neturi mažiausio nario, tai 
egzistuoja begalinė mažėjanti seka 


X1 > X > Xm D BAM, 


Pažymėkime e narių x, ir Xm, skirtumą. Tada, imant 
visus R>1, bus teisinga nelygybė 


Xn 


k Xm, > Xm Xm = 8. 


Iš čia išplaukia (plg. 30, h, arba 36, b, uždavinio spren- 
dimą), kad seka (x,) neturi ribos. 

40. Jeigu seka (x) arba kuris nors jos posekis neturi di- 
džiausio nario, tai, kaip jau buvo įrodyta, sprendžiant 39 už- 
davinį, galima išskirti iš {x„} begalinę didėjančią seką. 
Dabar išnagrinėkime tą atvejį, kai bet kuriame posekyje 
yra didžiausias narys. Tarkime, kad x, — didžiausias iš 
visų sekos narių,x„— didžiausias iš narių, esančių poxx,, 
Xm — didžiausias iš narių, einančių po x,„ ir t.t. Akivaizdu, 
kad tuomet teisingos nelygybės 


Xn Z Xm Z os > Xn, 2 >. œ 


Vadinasi, ir šiuo atveju iš sekos {xn} galima išskirti mo- 
notonišką posekį. 

41. Išnagrinėkime seką 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ... Sios 
sekos narys x, yra skaičiaus ļ/2 apytikslė reikšmė (su trū- 
kumu) tikslumu +> - 


Iš paties sekos (x„) apibrėžimo išplaukia, kad lim x,= 


= V2 (kai n> lg 5 teisinga nelygybė |x,— V2 | <e). , Ka- 
dangi skaičius V2 yra iracionalinis ir seka {xa} gali turėti 
tik vieną ribą, tai joks racionalinis skaičius negali būti 
šios sekos riba. 


Pastaba. Šiam įrodymui pasinaudojomę tuo faktu, kad egzistuoja 
realus skaičius, kurio kvadratas lygus 2 ir kuris gali būti užrašytas 
begaline dešimtaine trupmena. Taip galimą pakeisti samprotavimus, 
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kad juose būtų minimi tik racionaliniai skaičiai. Tam tikslui x, reikia 
apibrėžti kaip didžiausią iš visų skaičių, kuriuos galima užrašyti baig- 
tine dešimtaineė trupmena su n ženklų po kablelio ir kurių kvadratas 
mažesnis už 2. Po to reikia įrodyti, jeigu x, artėja prie kokio nors 
skaičiaus a, tai a2=2. 

Pagrindinė šio įrodymo idėja šitokia. 

Skaičius x, turi tą savybę, kad x2 mažesnis už 2, bet = 


jau didesnis už 2. Todėl, esant dideliems n, skaičius x2 labai artimas 
9. Antra vertus, imant labai didelius numerius n, skaičiai xx ir a 
yra artimi, todėl taip pat artimi skaičiai x2 ir a2. Vadinasi, a? ir 2 
skirtumas gali būti kiek norima mažas. Tačiau šis skirtumas — pastovus 
skaičius, nepriklausantis nuo n. Todėl a*=2. Belieka įrodyti, kad nėra 
racionalinio skaičiaus a, kurio kvadratas lygus 2. Pamėginkile sava- 
rankiškai, naudodamiesi čia pateiktais samprotavimais, išvesti griežtą 
įrodymą. 

42. Tarkime, kad duota aprėžta seka. Išrinkime iš jos 
begalinį monotonišką posekį (žr. 40 uždavinio sprendimą). 
Šis posekis aprėžtas ir Apė Bolcano—Vejerštraso aksiomą 
turi ribą. Įrodysime, kad toji riba yra ir pradinės sekos ri- 
binis taškas. 

Iš tikrųjų, kiekviena atkarpa, kurios cėntras sutampa su 
tuo tašku, yra pasirinktojo posekio „„gaudykla“. Todėl joje 
yra be galo daug pradinės sekos narių, t. y. ši atkarpa yra 
pradinei sekai „lesykla“. Musu tvirtinimas dabar išplaukia 
iš 32 teoremos, b. 

43. a) Įrodysime, kad lim (x,+y,)=a44+5. Reikia patik- 

A—+00 


rinti, kad bet kuriam teigiamam skaičiui g galima rasti tokį 


skaičių k, jog, imant bet kurį n> k, būtų xa +-ym—a-b|<s. 
Kadangi pagal sąlygą lim x,=a, tai galima rasti tokį skai- 


čių k, kad būtų |x,—al< 5, kai n> ką. 
Analogiškai iš lygybės limy,=bišplaukia, kad egzistuoja 


toks skaičius k), jog X -b|<5 , kai n> kos. Tarkime, kad 


k — didžiausias iš skaičių h ir ks. Tada, imdami n>k, gau- 
sime xx +UI —a—b| S x, —a|+ |+ —b|< e. 

b) Įrodoma taip pat, kaip ir atveju a. | 

c) Parodysime, kad lim (x,y,)=ab. Tam tikslui pasinau- 


n-0 


dosime tapatybė 
Xan — Ab = x,y, — bx + bx, — ab = x, (y, — b) + b (x, — a). 
Kadangi seka {xņ„} turi ribą, tai ji aprėžta (žr. 35 užda- 
vinį, a), t. y. egzistuoja toks skaičius C, kad |x,|<C, imant 
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bet kurį n. Dabar tarkime, kad duotas bet koks teigiamas 
skaičius e. Kadangi lim x„=a, tai egzistuoja toks skaičius 


kı, kad, imant n >k, galioja nelygybė | x, —al< Jo Ana- 
logiškai egzistuoja toks skaičius k kad, imant n> kg, tei- 
singa nelygybė |x,-b| <= „ Tarkime, kad A yra didžiau- 


sias iš skaičių kı, kə. Tada, imdami n>k, turėsime nelygybę 


IXan — ab| = | x, Wika ai i 


+|b|'|x,—a|< C: s= +|b|- r= e. 


€ 
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d) Pradžioje tarsime, kad b>0. Parodysime, kad šiuo 
atveju seka = turi ribą + „ Kad būtų aiškiau, tarsime, 
kad b>0. Kadangi y„—b, „r n— oo, tai egzistuoja toks 
skaičius kı, kad, imant n> hi, teisinga nelygybė |y, — b| ės 
| 2 


m b b 
Iš čia y,-b> = 3 arba y,> >, arba p 


Tarkime, kad duotas bet koks teigiamas skaičius e. Eg- 
zistuoja toks ko, kad, imant n> o, teisinga nelygybė |z, — 


—b|< = „Tarkime, kad k — didžiausias iš skaičių A; ir Ro. 
Tada, nn dai n>k, gausime 


|Yazbl 2 eb? 1 


E a r ' e 


Įrodėme, kad lim L =}. Dabar pritaikysime 43 užda- 


n>% JA b 


vinio, c, teiginį sekoms {xn} ir LA, Gausime 
A 


; š ; l 
lim = =lim x,-lim — =f. 
no n n—0 no Vi 
Pastaba. Kai kurie sekos {yn} nariai gali būti lygūs nuliui. To- 
kiu atveju reiškinys —— neturi prasmės. Tačiau taip gali būti tik 


baigtiniam narių skaičiui. Iš tikrųjų, pradedant atitinkamų numeriu, 
teisinga nelygybė |y„ —b|<|b|, o iš jos matyti, kad y, = 0. 


Dabar išnagrinėsime atvejį b=0. Gali atsitikti, kad be 
galo daug sekos {yn} narių (arba net ir visi nariai, pra- 
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dedant atitinkamu numeriu) lygūs nuliui. Tada reiškinys 
S netenka prasmės, todėl negalime nagrinėti sekos E 


n 


Įsitikinsime, kad tuo atveju, kai a>£0, seka É neturi 


ribos, nors visi Yn nelygūs nuliui. Iš tikrųjų, tarkime, kad 
c — bet kuris skaičius; galima rasti tokį skaičių A,, kad, 
imant n> h), galiotų nelygybė |y,| < is B (kadangi y, >0, 
kai 1>-00); taip pat galima rasti tokį skaičių k2, kad galiotų 
nelygybė | x,—a|< 45, kai 2 >k>. Tarkime, kad k — didžiau- 
sias iš skaičių A, ir kọ. Tada, imdami n>, gausime 

Xn 2([c|+1) 
Yn la| 


a 
LL 


5 =|c!+I. 


ë p SS š x | š 
Vadinasi, skaičius c nėra sekos (znl riba. 


Pagaliau, tuo atveju, kai a=b=0, seka z) gali turėti 


ribą, bet gali jos ir neturėti (žr. tuo klausimu 53 uždavinį). 
44. a) Įrodymui tarsime priešingai. Jeigu egzistuotų 
lim (x +y,), tai iš 43 uždavinio, b, gautume, kad seka 


{yn} turi ribą, nes yn = (*24+y„) —*m. Tačiau pagal užda- 
vinio sąlygą lim y, neegzistuoja. Gautas prieštaravimas 


reiškia, kad lim (x, +y,) neegzistuoja. 


b) Pavyzdžiai 


n-l š | 
=, Ya=(— l)" ir — y,=(— l) 


rodo, kad galimi abu atvejai. 
45. Galimi abu atvejai. Tai matome iš pavyzdžių 


1) x„=(— ly, yI = ( — l)”; 
2) x,=(— 1)", J, = Rñ. 


46. Tarkime, kad duotas teigiamas skaičius e. Reikia įro- 
dyti, kad, pradedant nuo atitinkamo numerio, teisinga ne- 
lygybė |*„—a|<e. Pagal sąlygą egzistuoja toks skaičius 
ki, kad galioja nelygybė |yn—a|<e, kai n>k,. Taip pat eg- 
zistuoja toks skaičius ko, kad teisinga nelygybė |2,—a|<s, 
kai n>kə. Tarkime, kad k — didžiausias iš skaičių R ir Ro. 
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Tada, imant n>k, teisingos abi nelygybės. Dabar prisimin- 
sime, kad pagal uždavinio sąlygą y„ < x < zn. Iš nelygybių 
—al<e, IZn—0| <a, Un An < Zh. išplaukia, kad |xn— 
La<e. (Įrodykite tai savarankiškai, išnagrinėję atskirai 
tris atvejus: a<, Un < a= zn, a> Za.) 

Vadinasi, visiems n> gauname |x, — a|<<8, o tai reiškia, 
kad lim x: = 


47. a) Pagal geometrinės progresijos narių sumos for- 
mulę gauname 


Iš čia lim S,=2. 

b) Seka 5,=1+2+...+—>, kaip matome, yra didė- 
janti. Parodysime, kad ji aprėžta. Iš tikrųjų, kadangi 
i Sei s. 

n? n(n—1) 


] 1 l 
S.<l+—z7+557+--- taa 


] l I | 1 l 
=a (-) (2-1 +l- 
Vadinasi, S, <2, imant bet kokį n. Todėl pagal Bolcano— 
Vejerštraso teoremą egzistuoja lim S,. 


HR— o 


Aukštosios matematikos metodais galima nustatyti, kad ta riba lygi 
8 
= „ Elementarų šio fakto įrodymą rasite knygoje: A. M. Sraom, 
H. M. Arano, HesneMenTapH:ie 33mauH B 3/16MeHTAPHOM H3JIOXXeHHR. 

c) Aišku, kad seka Sən, sudaryta iš narių su lyginiais 
numeriais, yra didėjanti, nes 


l 1 
Sa (a+) — San = A+] 4543 > 0, 


ir aprėžta, nes 
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Todėl egzistuoja lim S,,. Pažymėsime šią ribą a ir pa- 


rodysime, kad skaičius a yra visos sekos {Sn} riba. Iš tik- 
rųjų, tarkime, kad duotas bet koks teigiamas skaičius e. 
Tada galima rasti tokį skaičių k, kad, imant ad būtų 


teisinga nelygybė |S,,— ale. Be to, kai 4151, ga- 
lioja nelygybė 


l € 
| Saa+1 — Sza+2| = n3 <o : 


Todėl, jeigu numeris n didesnis už didžiausią iš skaičių 
k ir —, tai |S,—a| <=. 


Pasirodo, kad a= (įrodymą galite rasti, pavyzdžiui, aukščiau mi- 
nėtoje A. Jaglomo ir I. Jagiomo knygoje rusų kalba). 
48. Tarkime, kad 
S =a taat... tan 


ir imkime sekas {Sna} ir {Sn-1}. 
Jeigu eilutė ai +a2+...+4a@nr+... konverguoja, tai abi se- 
kos turi tą pačią ribą S. Todėl (žr. 43 uždavinį, b) 


lim a,= lim S,— lim S,- „=S-S=0. 


Pabrėšime, kad sąlyga 2,>-0, kai n->00, yra būtina, bet 
nepakankama, kad eilutė a +as+. ..+ a, + ' konverguotu. 


Pavyzdšiui, jeigu a 1211 tai li 4.0 (žr. 56 
uždavinį). Tačiau 
=(1—0)+(V2-1)+...+(Vn- Vn- 1)= Vn, 


todėl S,>-00, ir eilutė konverguoja. 
49. Kadangi seka {an} mažėjanti, tai galima parašyti ne- 


lygybes 


a, <a, <a, 
2a, < ds + a, < 2a,, 


tas <as+as+a,+as< a, 
Pan San Han, +... +a a+ SrA n. 
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Sudėję tas nelygybės, gausime priklausomybę 
+ (C,—a) < S a+- < Cp, 


kurioje Sn — eilutės ay+as+...+a,+... pirmųjų n narių 
suma, o C,—eilutės a+ 2a+ --- +2na,, + +-- pirmųjų 
n narių suma. 

Kadangi sekos {Sn} ir {Cna} didėjančios, tai pagal Bol- 
cano—Vejerštraso teoremą, šios sekos turi ribas, jei tik jos 
aprėžtos. Kai viena iš tų sekų yra aprėžta, iš gautųjų ne- 
lygybių matyti, kad antroji seka irgi yra aprėžta. Iš tikrųjų, 
jai S.<M visiems n, tai C, <2S,n+ı—4, <2M; o jeigu 
Cn <M visiems n, tai S, < Sgntı < C, +a < M +a. 

50. Pasinaudosime 49 ušdavinio rezultatais ir vietoj ei- 
lutės 

EE EE 
55 tyt tate 
išnagrinėsime eilutę 
le ko os sp 
ss tap t Tupi 


Sios eilutės nariai sudaro geometrinę progresiją, kurios var- 
diklis q= = . Pagal geometrinës progresijos nariu su- 
1-4" 
1-g | 
{Sn} artėja prie -= „o jeigu q>l, tai S,—>00 (įrodykite 
šiuos teiginius savarankiškai). Pagaliau, jeigu g= 1, tai 
sumos formulė netenka prasmės: jos skaitiklis ir vardiklis 
lygūs nuliui. Bet šiuo atveju sumą lengva apskaičiuoti be 
jokių formulių, nes, kai g==1, visi sekos nariai lygūs 1. Iš 
čia S, = ir seka diverguoja. Belieka prisiminti, kad 


l 
q= o ` 


mos formule turime: S, = Jeigu 0<g<1, tai seka 


Galutinis atsakymas: seka konverguoja, kai p>1, ir di- 
verguoja, kai p<1. 
51. Klaida visais atvejais yra ta, kad formulės 
° Š ° . ° Xn 2 ->00 
LL 


lm x„y„=lim x, lim y, 
R—>00 RO R-»0 
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taikomos, kai sekos {xn} arba {fyn} neturi ribos. Rašy- 
dami lim x,= 0, trumpai išreiškiame tą faktą, kad sekos 
{xn} narių absoliutiniai didumai neaprėžtai didėja. Todėl 
su simboliu oo negalima elgtis kaip su paprastu skaičiumi. 
Pavyzdžiui, negalima rašyti 


co — co = 0, arba ==l, arba co .0=0. 


52. a) Reikia įrodyti, kad bet kuriam skaičiui C galima 
rasti tokį numerį k, kad būtų teisinga nelygybė |x, + g+|> C, 
kai n> k. Pradžioje rasime tokį skaičių kı, kad būtų teisinga 
nelygybė |x,)> C +|4|+1, kai n>. Tai galima, nes xn>oo, 
kai n—- oo. Po to rasime tokį skaičių kə, kad galiotų nelygy- 
bė |y„—a|<!, kai n>R>. Tai galima, nes y„>a, kai a> oo. 

Tarkime, kad k — didžiausias iš skaičių R, ir kə. Kai n> k, 
turime: 

Ix tY | >lx,|-1V, | > C+|4|+1-(|a|+1)=C. 

b) Tarkime, kad duotas teigiamas skaičius e. Rasime tokį 
skaičių kı, kad būtų teisinga nelygybė |, —al| <l, kai n>kı. 
Po to rasime tokį skaičių ko, kad galiotų nelygybė l|x,| > = 
kai n>kK>. Tarkime, kad k — didžiausias iš skaičių A, ir ko. 
Tada, imdami n>k, gausime 
_ |yn! lait l = 
| xn | lal+1 

£ 


| Yn 
Xn 


54. Pasinaudoję šio paragrafo pradžioje suformuluotomis 
taisyklėmis, galime užrašyti: 


2n+ 1l: n h0 2 
a) lim p5 =1im E -— „42 
o0 n> 3-2 lim (3-2) 
n H— oo n 
10 10 lim 10 i 
. n n n>o N E = 
b) lim Em4] — E T = () 
n— c L n->0 |+— Hm I+) 
n=->00 na 


+ G 3 2 TOTE | = 
+- ° 


— me |. nj A D 
lim (1+ 2 lim (1+2) 1.1 
R> H / n—-c H 
5) 
== lim (1|— — 
n , n 2 
d) lim 3 i lim = — I ==] 
no LŽ T n——o + Lim (ns) 
2n n= 


55. Įrodysime indukcijos metodu, kad suma 1Ł+2F+...+ 
+nk yra (k+ 1) laipsnio kintamojo n daugianaris, kurio vy- 
riausias narys lygus ¿+ n*+1. Kai k=1, suma 1h+ 2h + 
+... nh lygi ÜU ty. iš tikrųjų yra k+1=2 laipsnio 
kintamojo n daugianaris, kurio vyriausias koeficientas z = 

1 


ana. 
-a 


Tarkime, kad šis teiginys teisingas visiems sveikiesiems A 
mažesniems už ko ir įrodysime, kad teiginys taip pat teisin- 
gas, imant k&=Ko. Tam tikslui išnagrinėsime iš binomo for- 
mulės gaunamų lygybių seką: 

(n+ t 1= ntt 4 (k, + ])ne Ú+... +1, 
netli= (n— I +11 (k + 1)(n—1e+...+1, 
(n= I)6+1=(n—-2)/6+11(k + 1)(n—2)e6 +... 11, 


2ko+l = + (k +) l+... +1. 


Sudėję visas šias lygybes ir atsižvelgę į tai, kad visi kai- 
riosios pusės nariai, išskyrus (141) *+!1, pasinaikina su 
atitinkamais dešiniosios pusės nariais, gausime 


(n+ 1)**1=141(k + 1) x 
x [no + (n— 1) +... >15])1 tn 
Pagal! indukcijos prielaidą visi nariai, pažymėti daugtaš- 


kiu, yra kintamojo z daugianariai, kurių laipsnis ne didesnis 
už ko. Todėl galime parašyti lygybę: 


(n+ 1) +! 


ke k, k. — 
Jke 2k44... +n kF 


+ P (n), 
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kurioje P(n) — kintamojo n daugianaris, kurio laipsnis ne 
didesnis už ko. Išskleidę reiškinį (241) *+! pagal binomo 
formulę, gausime lygybę: 


lIoÚÜ+2o+ ,, += TSS + Q (n), 


kurioje O(n) — daugianaris ir jo laipsnis mažesnis arba 
lygus Aj. Teiginys įrodytas. 

Pateiksime kaip pavyzdį tikslias sumos Sk(n)=1*+24+-...4+n8 iš- 
raiškas, imdami kelias k reikšmes: 


So (n) = n. 
S= EAD Synt g 

_ n(n+l)(2a+1) _ 1! 1 1 
S(n)=— —— p = 3 n° + 5 n + g" 
Sx(n) a ks =g mty gn. 


Bendroje sumos Sx(n) išraiškoje, kuri tinka bet kuriam natūri- 
niam A, koeficientai prie kintamojo n laipsnių yra vadinamieji „Bernu- 
lio skaičiai“. Apie tai galima paskaityti A. O. Geltondo knygoje „Bsi- 


w € 


gHCcAeHHe KOHeUHBIX DAa3sHOCT6H . 
Dabar galime apskaičiuoti reikalingąją ribą: 


„kti P ET 
a, nk F... ba 
im AZ im Cz3 Midi E 
e“ pkt e „kti 
_ 1: l a, , G Gk + )= ] 
=lim [— + n tate + nktı k+l 
2 


56. Turime x„= Vn+1- Vn-1 
e s. 
Va+l+Vn-! Vn-l 

Iš čia išplaukia, kad, imant n> 1 + „teisinga nelygy- 
bė [xx| <=. 

57. Pasinaudosime tuo, kad 


"= (I +1y=1+14200 4 s. > „IU, 


niid an 
Todėl x, |= 
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Todėl 


nai TE _ 2 
| Xni 9n | n 


2 
Kai n> Š „bus teisinga nelygybė |w,|<e. 
58. Pasinaudosime tuo, kad 
ar=[I +(a—l))'=1+n(a-1)+ 


„AED (a 1P+...> L) ` (a — 1). 
Todël 
Ix = Z E SA | 
" a `n(na.—1) "(a—1) (n— 1) (4— 1)? 
2 
Bet tokiam teigiamam e, kai n>1+ S z>- turėsime 
| e(a-1) 
|a | <e. 


59. Tarkime, kad skaičius n yra tarp 2m-1 ir 2m; tada 
; ; š Se log, n 
logon yra tarp m -1 ir m. Vadinasi, reiškinys yra 


ne didesnis už >5— Ri „ Tačiau žinome (žr. 57 uždavinį), kad 
bet kokiam +>0 galima rasti skaičių R, kag, imant m> k, 
būtų teisinga nelygybė m< arba zm- - <e. Parody- 
log, n 
n 


sime, kad, imant 1>2F, bus teisinga nelygybė <E. 
Iš tikrųjų, jeigu n2>2*, tai n turi būti tarp 27! ir 2m; čia 
m>k. Todėl r <= <E. 


60. Baad an s kad kiekvienam teigiamam e egzis- 
tuoja toks skaičius A, kad, imant n>k, galioja nelygybė 


"ikos, Kadangi Iesi: tai Iaei 


Pažiūrėsime, kuriems n nelygybė ķŅĻn-—1 <e yra klaidinga, 
t. y. kurie n tenkina nelygybę ŅVn-l>e, arba Vn>l+e, 
arba n= (1 +e)". 

Kadangi: 


(Lte) =l +ne+ 20 


et., >EN a 


tai iš nelygybės n= (1+e)” išplaukia, kad 
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> E-D e, o iš čia n<1+—. Todėl visiems n>14+ 5 


nelygybė Vn—1><s yra klaidinga, o nelygybė /n—1 <e — 


teisinga. 
61. a) Palyginsime du gretimus sekos narius. Kad būtų 


patogiau, pažymėsime n(1+1) laipsnio šaknį iš a raide b. 
Tada gausime: 
x„=n(Va-1)=n(b"*1—1)=n(b- I) x 
x(b"+b"'|'l+ .... +1); 
n+l 
Xa+1=(n+1) (Va —1)=(n+1)(bn—1)= 
=(n+1])(b—1)('l1+b"'°2+_...+1). 

Iš čia xX„—-Xp+1=(6—1) (nb"—b"-1—b"-23— ... —1). 
Kai 5>1, abu daugikliai teigiami (nes šiuo atveju bz> 
>6"-1>-b"-2>...>1); kai b<1, abu daugikliai neigiami; 
kai b=1, jie lygūs nuliui. Vadinasi, visais atvejais x, — 
— Xn+1z70. Įrodėme, kad seka {xn} monotoniškai mažėja. 
Antra vertus, jeigu a>], tai x„=0, t.y. seka aprėžta iš 
apačios. Pagal Bolcano—Vejerštraso aksiomą ji turi ribą. 

Atvejį a<1 galime suvesti į jau išnagrinėtą atvejį šitaip. 


Tarkime, kad a= 7 po tada 
P m kes, aa 72 n( (Vš- 1. 


V; Vb 
Kadangi egzistuoja 


lim 4 ir lim n taiegzistuoja ir lim xy: 


Pastebėsime, čia be kita ko įrodyta lygybė 
lim " ja -lim n(Vė- I) 

b) Pirmoji lygybė išplaukia iš šių sąryšių: 
I(ab)=lim n( (Vžb-1= lim A V5) + 


R— QO 


+ lim n (V5 -1)=1 (a) lim Vb+16)=1(9)+1(6). 
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Čia pasinaudojome lygybe lim b=1, kurią siūlome įro- 


dyti savarankiškai. 

Antrąją lygybę įrodysime pirmiausia, kai p — natūrinis 
skaičius, po to — kai p sveikas, po to — kai racionalinis ir, 
pagaliau, — kai iracionalinis. Kai p — natūrinis, lygybę 
I(a?)=pl(a) galima išvesti indukcijos būdu iš lygybės 
(ab) =1(24) +((b). 

Kai p — sveikas neigiamas, ieškomąją lygybę gausime, 
pasinaudoję sąryšiu /(a-!) = —/(a), kurį įrodėme, spręsda- 
mi uždavinį a. Kai skaičius p= 2 yra racionalinis, lygybė 


I(aP)=pl(a) įrodoma šitaip. Tarkime, kad b=Va. Tada 
a=b", ap=bm. Kaip jau įrodėme, 


l (b"”)=nl (b), I(bm)=ml()b). 
Iš čia Į(b")= ” (b7), o tai ir reikėjo įrodyti. 


Pagaliau, imsime atvejį, kai p iracionalinis. Pasinaudo- 


sime tuo, kad 1(b) >/(a), kai b>a (nes n (Vb— 1) > nVa- 1] 
Pažiūrėsime, kada galima lygybė /(b)=/(a). Jeigu tokia 
š š = ; š V e b 
lygybė galėtų būti, kai ba, tai, pažymėję c= =, gautume 
I(c) =1(b) —/(a) =0. Kadangi c>£1, tai bet kokiam skaičiui 
x galima rasti tokius sveikus skaičius m ir n, kad būtų 
cn<x<c" (pavyzdžiui, kai c>1, tai pakanka imti m <log.x, 
n>log.x). Iš čia 


0= ml (c) <! (x)<nl(c)=0. 


Matome, kad {(x)=0 visiems x. Vėliau, spręsdami 62 už- 
davinį, b, parodysime, kad taip nėra. Dabar tik pastebėsi- 
me, kad tuo atveju, kai /(x) = 0: lygybė (a?) =pl (a), savai- 
me aišku, yra teisinga. 

Dabar išnagrinėsime atvejį, kai funkcija /(x) nelygi ta- 
patingai nuliui. Tada lygybė /(a) =I(b) gali būti tik, kai 
a=b. Atskiru atveju, kai a>1, turi būti /(a) >/(1) =0. Tar- 
kime, kad lygybė /(a?P)=p/(a) neteisinga. Pavyzdžiui, te- 
būnie !(a?) >pl(a) kuriam nors a (a>1). (Kiti atvejai nag- 
rinėjami analogiškai arba suvedami į šį atvejį.) 
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Atkarpos |p, T] viduje imkime kurj nors raciona- 


linį skaičių L. Tuomet p< < qa: ; 
m 
Iš čia (a?) > = lI(a)=l(a"). Antra vertus, kadangi pia 


tai aP? <a” , vadinasi, 7 (a?) <I!(a" ). Iš gautojo prieštaravimo 
matyti, kad prielaida buvo neteisinga. Vadinasi, formulę 
[(a?)=pl(a) įrodėme visais atvejais. 

62. a) Pasinaudosime formule /(aP)=p/(a), kurią jro- 
dėme 61 uždavinyje, b. Turime: 


I(a)=1(1083) =1ga-1(10). 


I (a 


Iš čia S =1(10), t.y. santykis a 


b) Tarkime priešingai, t.y. kad M=/(10) =0. Tada funk- 
cija /(a) tapatingai lygi nuliui. Tačiau galima lengvai įro- 


dyti, kad I(a)<0, kai a<l. Iš tikrųjų, seka x,=n(Va — 1) 
yra mažėjanti (žr. 61 uždavinio, a, sprendimą) ir x=a—1 
Iš čia išplaukia, kad /(a) <a— l, esant bet kuriam a. Iš čia 
matyti, kad [(a)<0, kai a<l. 

Pasinaudoję lygybe /(a-!) = — (a), galime įvertinti I(a) 
iš apačios: 

I (a)= —I(a-1)>l1-a-3., 
l 

c) Tarkime, kad e=10'090, Tada Iše= Ii ir l(a) = 
=1(10) lga = =logea. Kadangi /(10) >0, tai e>1. 

63. a) Tarkime, kad a<b. Tuomet 


nepriklauso nuo a. 


pP _ p _ 
YV a+b _ V 2 p. 
2 2 


Kita vertus, 


P 
V aP+bP _ V =a. 
2 2 
Vadinasi, Sp(a, b) yra tarp a ir b. 
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b) Palyginsime skaičių Si(a, b) ir So(a, b) kvadratus: 


[S, (a, p= (252 Me | 


[Są (a, p= TAA AB | 


Iš čia n] 
a*— b? —b \2 
5, (a, DP (8, (a, D= M) >0 
Kadangi S2(a, b) ir S, (a, b) teigiami, tai turi būti S2(a,b) > 
=>, (a, š 
Nelygybë S_ (a, b) >S->(a, b) įrodoma analogiškai. 
Dabar išnagrinėsime skirtumą 


+b 2ab _ at—2ab+b* 
Sı (a, b)- S-i (a, b)= y TE Duk T 


L (a—b)P Ü 
2(a+b) “ ' 
Įrodytosios nelygybės yra bendros teoremos 
Sp (a, b)>S4 (a, b), kai p >g, 
atskiri atvejai; lygybė galioja tik tada, kai a=b. 


64. a) Pradžioje tarkime, kad a>). Tada 


n WI 


Kadangi 2 <1, tai |i <1+(Ž} <2; iš čia 


a Ve < S, (a,b) Sa. 


Kadangi lim a 2 =a, tai pagal „teoremą apie du milici- 
ninkus“ (Zr. 46 uždavinį) turime 

lim S, (a, b)=a. 

R->00 


Analogiškai įrodoma, kad 
lim S, (a,b)=b, kai b>a. 
R-—+00 


Vadinasi, visais atvejais riba yra lygi didžiausiam iš 
skaičių a ir b 
lim S. (a,b) = max (a, b). 


R—> CO 


1 
b) S-a (a,b) = (F) "=IS,(a 2, b]. 

Iš čia 
š; | 
lim S-, (a, b) T Tim Salab max (a,b) 
= min (a, b) 


(mažiausias iš skaičių a, b). 
c) Visų pirma pastebėsime, kad 


a” 4b” 17710 „al +b” d d 
2 > as p7 » nés 2 - [arer = 


Iš čia V 
npn V LV a: 
sns ( 4 y (VI -va 
Dabar parodysime, kad S; (a, b) artėja prie Vab , kai n= o0. 


Tam tikslui asinaudosime nelygybe In a<a—1, kurią įro- 
dėme, spręsdami 62 uždavinį, b. Gausime: 


l l 


PE n-ln a pè VaVe _ A 


=l p(Va-D+n(Vb— 11 


Pirmasis pastarosios sumos narys artėja prie In a, o ant- 
rasis — prie In b. 

Todėl bet kuriam teigiamam e galima nurodyti tokį nu- 
merj R, kad, kai n> k, būtų teisinga nelygybė 


nS, (a,6)< 5 (na+1nb)+< 
n 


arba _ 
Sı (a,b) < Vab. e. 


Dabar tarkime, kad duotas teigiamas skaičius e,. Imkime 
e=1n (I + ir raskime tokį skaičių k, apie kurį kalbėjo- 
me anksčiau. Tuomet, imdami n>, gausime 


Si (a,b) < Vab-e* = Vab +s. 


Įrodėme, kad 
lim S, (a, b) = Vab. 


H— Oo n 
Iš šio rezultato matome, kad nulinės eilės vidurkiu 
So(a, b) reikėtų laikyti skaičių a ir b geometrinį vidurkį. 
„Pastebėsime, kad tarp p ir —p eilės vidurkių yra paprastas są- 
ryšis 
Sp (a, b) ` S_p (a, b)=ab 
(irodykite šią lygybę savarankiškai). 
Jeigu tarsime, kad S4(a,b) =]/ ab, tai minėtas sąryšis bus teisingas 
ir tuo atveju, kai p=0. 


65. Tarkime, kad a, — skaičius tokių išdėstymo būdų, kai 
nė vienas laiškas nepatenka į savo voką. Apskaičiuosime, 
kiek gali būti tokių būdų, kai k laiškų patenka į savo vokus. 
Žinoma, kad k laiškų iš n galima išrinkti Ck būdais. Su- 
dėkime išrinktuosius k laiškus į jų vokus, o likusius n— k 
laiškus išdėstykime taip, kad nė vienas laiškas nepatektų į 
savo voką. Tai galima padaryti a„—, būdais. Vadinasi, tokių 
išdėstymo būdų, kai A laiškų pasieks adresatus, yra iš viso 
C*.a. „„ Pastebėsime, kad, imant k=n, šie samprotavi- 
mai netenka prasmės, nes 44 neapibrėžtas. Kad iš rasto- 
sios išraiškos gautume teisingą atsakymą, kai k=n, reikia 
imti a;=1. Antra vertus, bendras būdų skaičius lygus n! 
Gauname lygybę 


a,+na,-,+ Cfa,- + ...+na, +a =n! 
Padalykime abi lygybės puses iš n! ir pažymėkime T 


raide p„. Gausime 


l l 1 
PatPa-175 P„-3 tar P.-s + "E TT Po=1. 
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Iš šios formulės galime rasti skaičius pi, P% ... Pn- 
Iš tikrųjų, kadangi a;= 1, tai po=1. Kai n=1, iš šios for- 
mulės gauname pi +po= l; iš čia p,=0. (Sia lygybę galime 
gauti, tiesiog prisiminę skaičiaus a; apibrėžimą — tai skai- 
čius būdų, kuriais galima „išdėstyti“ vieną laišką į vieną 
voką taip, kad jis nepasiektų adresato.) 
Kai n=2, gauname 


i a l 
PatPi + ç Po 1; iš “la P= g 
Kai n=3, 


l l PETA l | 
Ps +P: t Pit sr po = L Iš čia PEST 3 ` 
Kai n=4, 


1 l l 
Pa tPs +5 Pata Pit ar po = 1; 
2 a! 4! 


Peržvelgę šias išraiškas, galime spėti, kad pn išreiškia- 
mas tokia formule: 


| 1 1 | | (p 
Paaa AO tao 
Įrodykite ją savarankiškai indukcijos metodu, pasinaudoję 
pagrindine formule. 
Belieka parodyti, kad seka {pn} turi ribą. Tai daroma ty- 
giai taip pat, kaip sprendžiant 47 uždavinį, c 
Pažymėsime lim pa raide p. Dabar Salime rasti ribinę 


tikimybę tokio atvejo, kai k laiškų pasiekia adresatus. Iš 
tikrųjų, anksčiau nustatėme, kad tokių išdėstymo būdų skai- 
8 lygus Cia, „Šio skaičiaus santykis su n! lygus 


GB Ta: Sio ii riba, kai n>-co, 


An k 15 _qa- k k = 
lim G aK. = a ID 


Sudėjus visas rastąsiąs tikimybes, jų suma turi būti lygi 
1. Iš čia 


PP p 
p+ - t 9 tee T+ 


arba plk trt... kpt) 


62 uždavinyje kalbėjome apie tai, kad skliaustuose esančios 
eilutės suma yra lygi skaičiui e. 
Tuo būdu, kai n—>oo, tikimybė, kad k laiškų pateks adre- 


satams, artėja prie —Tç ` 


66. Naudosimės šio uždavinio nurodymuose sutartais žy- 
mėjimais. Po pirmo žingsnio sraigė pateks į tašką, kurio or- 
dinatės (a+ 1, b), po antro — į tašką, kurio koordinatės (a+ 
+1, 6+1) ir t.t. Po 2n-jo žingsnio ji bus taške (a+n, b+ 
+ñ), o po (2n+1)-jo — taške (a+n+I, b+n). Todėl 


b+n , __ b+n 
kan = an) Kant = a+n+l ` 


Belieka rasti sekos {kn} ribą. Pažymėkime kən ženklu 
k,, o k,„„,- ženklu kz. Lengva patikrinti (žr. 54 uždavinio 
sprendimą), kad sekos {k,} ir {ką} artėja prie 1. Todėl 
bet kuriam n galima parinkti tokį skaičių /#, kad 
būtų teisinga nelygybė |k„—1|<e, kai n>/;. Taip pat 
galima parinkti tokį skaičių I;, kad būtų teisinga nelygybė 
Ik,-1|<e, kai n>. Pažymėsime raide / didžiausią iš 
skaičių 24 ir 2+1. Tada, imant n>L, bus teisinga nely- 
gybė |A„—-1|<e. | 

67. Paliksime tuos pačius žymėjimus, kurie nurodyti 66 
uždavinyje. 

a) Šiuo atveju 


i b+2n 
ka= Ken in į 
s. b+ 2n 
ka= Ken = a+n+1 


Todėl 
lim *,=lim k,=2. 


n-->00 


Iš čia, kaip ir aukščiau, išvedame, kad lim k, egzistuoja 


n>% 
ir lygu 2. 
b) Siuo atveju 
i= k. — Db+2+4+. ban _ b+ni+n , 
n n ¿+I+3+..+2?n—-] a+m ' 
kEz=k = b+24+4+-..42n LŽ b+ +n 
n “anti Q L1+3+..T2n-+] a+n+2n+1 ` 
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Iš čia 
lim k„=lim kĄ=1. 


n> 
Įrodoma, kaip ir aukščiau, kad lim k, egzistuoja ir ly- 
n—0 
gu 1. 
c) Šiuo atveju 
01217! 
k =k _b+2+8+...+T 20 t _ 4—1 
amin Tappar E p lO ' 
4— Į 
_ b+2 47! 
k"=k _b+2+8+... +2" is 4-1 | 
n "2n +1 ” a+1+4+... + 28: Ąhti—| 
a+ Ii 


Iš čia matome, kad 


lim k;=2, lim k=y. 

Parodysime, kad seka (k,)Y šiuo at- 
veju neturi ribos. Iš tikrųjų, jeigu se- 
ka turi ribą a, tai bet kuris jos posekis 
turi tą pačią ribą. Įrodykite tai sava- 
rankiškai, pasinaudoję, pavyzdžiui, 
27, a, ir 27, b, uždaviniais. 

Betgi nagrinėjamu atveiu posekiai 
{kon} ir (kon4i) turi skirtingas ribas. 

68. Iš trikampių 4 M.,,Po ir A,M,P, 
(24 pav.) panašumo turime 


o m, P, P. 
24 pav. M, P, : M, P,, =. P, A, : P, As. 


Taško M, abscise pažymėkime x,„. Tada gautąją propor- 
ciją galėsime šitaip perrašyti: 


(a — x,) : (a+æ- x) =a: (a+ Ar 


Išreiškiamė x,: 


a(an+) ° (+) 


ma ——— T ——— 
a ° 
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lim a (a+ Ç) 
` n—> 0 n "2 aš _ a 
lim A ER pura = 24 = ° < 


Geometriškai gautąjį atsakymą galima suformuluoti ši- 
taip: per bet kurį parabolės tašką išvesta liestinė dalija pu- 
siau atkarpą, kuri jungia parabolės viršūnę ir lietimo taško 
projekciją į Ox ašį. 

69. Sakykime, kad Pėtia išėjo iš taš- 
ko A,. Raidėmis B, C ir D pažymėki- 
me taškus, kuriuose yra mokykla, ki- 
no teatras ir čiuožykla (25 pav.). 

Berniuko kelią vaizduos laužtinė 
A, A», A3, ..., kurios taškas A; — at- 
karpos A,B vidurys, A; — atkarpos M 
A.C vidurys, 44 — atkarpos AsD vidu- E au pas 
rys ir t.t. Įrodysime, kad taškai 
Ap As Aç, ..., Anyi ..., yra vienoje tiesėje. Iš tikrųjų, atkar- 
pa AA; yra trikampio A BA, vidurinė linija, todėl ši atkarpa 
lygiagreti 4,44 ir du kartus už ją trumpesnė. Taip pat, žiū- 
rėdami į trikampį A>CA5, pastebėsime, kad atkarpa AAs ly- 
giagreti 4545 ir du kartus už ją trumpesnė. Pagaliau, iš 
trikampio 4;DA;, gausime, kad atkarpa 444; lygiagreti 
Äss ir du kartus už ją trumpesnė. Palyginę gautuosius 
rezultatus matome, kad atkarpos 4,4; ir A,A; yra viena ki- 
tos tesinys ir 4,4; yra 8 kartus trumpesnė už A, Aà. 

Tokiu pat būdu nustatome, kad atkarpa 4A7A;0 yra atkar- 
pos A,A; tęsinys, atkarpa A144,5; — atkarpos A7410 tęsinys 
ir t. t. Vadinasi, taškai A;, A% Az, ..., Asn4i, ... yra vienoje 
tiesėje. Be to, įrodėme, kad atstumai tarp šių taškų sudaro 


geometrinę progresiją, kurios vardiklis +. Dabar nesun- 


ku įrodyti, kad seka Ai; A4; ...; Asm4i; ... turi ribą. Iš tik- 
rųjų pasirinkime tašką A; koordinačių pradžia tiesėje, ei- 
nančioje per minėtos sekos taškus, o mastelio vienetu im- 
kime atkarpos 4,4; ilgį. Tada taško Asn4, koordinatė bus 


lygi 
t AA 


Todėl egzistuoja lim x= T ; 


?1 


Tuo būdu, įrodėme, kad taškų A;,; A4; Az; ... Asas; ... 
sekos riba yra kuris nors taškas M. Analogiškai galime įro- 
dyti, kad sekos Az; As; As; . .. Asn+2;, -. . riba yra kuris nors 
taškas A, o sekos Aa; As; Ag; ...; Asa; ... riba — kuris 
nors taškas P. Vadinasi, Pėtia gana sparčiai artėja prie 
trikampio MN P kraštinių. Įrodykite savarankiškai, kad taš- 
ku M, N ir P padėtis priklauso tik nuo taškų 5, C ir D 
padėties ir nepriklauso nuo taško A;, iš kurio pradedama 
eiti. 

70. Pirmas būdas. Įveskime tiesėje M,M; koordina- 
čių sistemą, tašką M, pasirinkę koordinačių pradžia, o at- 
karpa M IM; — mastelio vienetu. Tada taško M, koordinatė 
x, bus susijusi su dviejų pirmesnių taškų koordinatėmis: 


Er Xn-11Xn-2 


(įrodykite šią lygybę savarankiškai). Parodysime, kad se- 
ka {xn} turi ribą $. 
Tam tikslui įrodysime indukcijos būdu, kad 
2 ln 
= | |1+2-[-5)] 
Iš tikrųjų, imdami n=1, gauname 
2 | 
X, = 3 |! +2-(-5)|=0. 
o imdami n=2, 
2 f. | 12 


Dabar tarsime, kad lygybė x,=3 |1+2-(-5)] jro- 


dyta, esant bet kokiam an <k, ir patikrinsime, ar ji teisinga, 
kai n=k+ 1. Įrašę x; ir x,-, išraiškas į formulę 


Xk+ Xk 
=, 
gausime PEN i 
9 L. am 
< l|1+?[ — — S H1+2-|-- 
= [+2(->) |+7 [1+2-[-5) || 
Xk+1 = ° = 
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Antras būdas. Imkime tašką M, kuris dalija atkarpą 
M, M; santykiu 2:1. Įrodykite indukcijos būdu, kad tas pats 
taškas M dalija visas atkarpas MMs, MM, <, MnMa+ı 
santykiu 2:1. Iš čia tiesiog gauname, kad atkarpa M,M yra 
9n—1 kartų trumpesnė už atkarpą M,M, o tai reiškią, kad 
seka Mi; Mo; <...> Mn; ... artėja prie taško M. 

71. a) Pagal geometrinės progresijos sumos formulę 


| — a" 


l-a 
Jeigu ja|<1, tai 
1—lim a" 
lim S, = - —Z— = 


= s 1-a l-a ` 


S, = 


Jeigu |a|>1, tai Sn>œ, kai noco. Pagaliau, jeigu |a|= 

=], tai gauname arba seką S,„=n (kai a=1), arba 
= 1 

s=, Abi sekos neturi ribos. Vadinasi, kai 

a= 1, eilutė diverguoja. 

b) Išreiškime S, šitaip: (a+a?+...+a®)+ (a2+ a+ 
+...+a7) >...4(a7-!4-a"7) +a”. Taikydami kiekvienuose 
skliaustuose esančiam reiškiniui geometrinės progresijos 
sumos formulę, gauname 

a—an+t1i a? — qti an— atntl 


LS = 


1-a l—a Tori I —a 


D= 
_ atat... kalnai 
1-a 


a-gtti —nan+1 
1-a _ a—(n+1—na) anti 


1-a (1— a) 

Iš šios formulės jau lengvai gauname (žr. 58 uždavinį), 
kad S,— T „ kai ja|<1. Kai |a|=1,eilutë diverguoja. 
c) Kadangi 


ST 


tai 
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d) Kadangi 


r -y = >| eee S, IIS 
n(n+1)(21+2) 2 n(n+ |) m l 
tai 


= [s 54) (27—15)+ u 
Haarr erer) a [is Genes | 
lim S, = T 


e) Parodysime, kad 


l l [ [ 
ntl gp 


Iš tikrųjų, šioje sumoje yra n narių ir mažiausias jų lygus 
sz + Dabar pastebėsime, kad 


l l l l l l l 


I l n 
r= + TE +3r)>1+35 
| kadangi kiekvienas skliaustuose esantis reiškinys didesnis 


už 4). Iš čia gauname, kad S,—00, kai n—eo, t. y. eilutė 
diverguoja. 
72. Dvi plytas galime padėti vieną ant kitos, paslinkę per 


> (plytos ilgį laikome 1). Jėgų F, ir F, atstojamoji P, 


praeina 2 atstumu nuo antrosios plytos krašto (26 pav.). 
Todėl trečią plytą galima pastumti antrosios atžvilgiu per 
A Dabar reikia rasti jėgų P, ir F; atstojamąją. Kadangi 


4 
jėga P, du kartus didesnė už Fs, tai atstojamosios veikimo 


taškas dalija atstumą tarp jėgų F3 ir P, veikimo taškų san- 
tykiu 2:1 (27 pav.). Iš to matome, kad ketvirtą plytą ga- 


lima pastumti trečiosios atžvilgiu per > . Tęsdami šiuos 
skaičiavimus, galime patikrinti (atlikite tai savarankiškai 
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matematinės indukcijos metodu), kad (n>+1)-ąją plytą ga- 
lima pastumti n-os plytos atžvilgiu per 57. 

Tuo būdu, iš n plytų galima pastatyti „stogą“, kurio ilgis 
47-54 ... + aD ` Kadangi eilutė l+ + Z+ 
+... +- +... diverguoja (žr. 71 uždavinį, e), tai „sto- 
ga‘ ajina sadan bet kokio ilgio. 


78. Sekai {xn} teisinga priklausomybė Xn =2+ > 


Tarkime, kad seka {xn} turi ribą a. Tada kairioji lygybės 
pusė artėja prie skaičiaus a, o dešinioji pusė — prie skai- 


čiaus 2+7. Tuo būdu, gauname lygybę a=2+—, iš ku- 
rios a=1+ Y2. Tačiau visi x, didesni už 2, todėl skaičius 
1 — V2 negali būti sekos {xn} riba. 

Taigi, įrodėme, jeigu (x+) turi ribą, tai ta riba yra lygi 
l + 1/2. 

Dabar parodysime, kad ieškomo;i riba iš tikruju egzis- 
tuoja. Pažymėsime x, ir l+ V2 skirtumą yn. Turime įrodyti, 
kad lim y,=0. Įrašę į lygybę xa =2+ vietoj xx jo 
išraiška y„, gausime: 

5 | 
] 2 = 2 + —— T ; 
+V2+y,1=2+4 TT 
U-VDU+Vž+x)+1 _ _(— V2) ya 


l+ V2+y, I+V2+>, ` 


Jn+ k a === 
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Iš šios formulės gauname tokį įvertinimą: 
] 
|y.+ | < + Yal- 


Iš tikrųjų, || — /2|< >, o 1+ V2+y,= x,> 2; 


_ U-Vžirin| „1 
todėl RATS Kok I+ V2+y, < 4 Iy, |- 
Vadinasi, 

|| 1 


y < 4n=1 okn-i L 


taigi, seka {yn} artėja prie nulio. 
Pastaba. Galima įrodyti, kad seka 
| 


ni; Mmt La nt 


l 
š nyt — 
ns 
l 
n + i , ) 
m: + 
n + — 
Ha 
kurioje ni, nə, ns, ...— bet kurie natūriniai skaičiai, turi ribą — iracio- 
nalinį skaičių a. Jeigu seka nį, ns, ns, ... yra periodinė, tai skaičius a 


išreiškiamas formule r,4+ V/r,, kurioje r, ir rx — racionaliniai skaičiai. 
Teisingas ir atvirkščias teiginys — kiekvieną iracionalinį skaičių, išreiš- 
kiamą formule r, + Vra, galima išreikšti begaline periodine grandinine 
trupmena. Plačiau apie tai žr. knygoje: A. f. Xununn, LMenmsie ApoGH 


74. a) Iš pradžių įrodysime, kad tokiu atveju, kai {xn} 
riba egzistuoja, ji yra lygi + V a. Iš tikrųjų, tarkime, kad 
lim x, =b. Tuomet 


n— ° 
I 1 a 1 a 
E 5 |x. +5)= > (b+ A 


Gauname lygybę b=; (5 +5) iš kurios b?=a, b= + Va. 
Kai xọ>0, visi sekos nariai teigiami, o kai xo<0, visi se- 
kos nariai neigiami. Todėl pirmuoju atveju lim x,= Va, o 


antruoju atveju lim x,= — Va. 
H-+60 
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Belieka įrodyti, kad sekos {xn} riba 
tikrai egzistuoja. Tarkime, kad _xo>0 
(28 pav.). Pažymėkime x» ir Va skir- 
tumą, padalytą iš Va, raide yn. Įrašę 
reiškinį x, ad + Ya) Va į lygybę 


Xati =” $ x+ „ gausime: 


(+y) Va= 5 | +y) Va+ 


a I] 
x (1 +y,) Va J: 


Ja +1 >= TIETE ° 


Reikia įrodyti, kad seka {yn} nykstamai mažėja. Iš pra- 
džių pastebėsime, kad visi skaičiai yn, imant nZ, yra tei- 
giami, nes 


iener azla = 2° > 0. 


Todėl! 
y, Yn 
LU = PTIFPS AS 2 
Iš to išplaukia, kad lim y„= 0. 


b) Išnagrinėsime konkretų pavyzdį: a=10, x =3. Šiuo 
atveju 


_ 3-V10 
Vo = 110 s 
Kadangi (3,2)2=10,24>10, taiV10<3,2. Todėl 
_i8-Vi0{ 02 1 
L "VB I 
Vadinasi 
1 2 
| (15) I -d 
|= sity S (1 I) = 0“ 400 
[5 


Toliau įsitikiname, kad 


yi l 
Yel= -züy ° 320 0007 
todėl 


|x— V101=y, V10< k. A < 0,00001. 


Vadinasi, norint rasti 110 0,00001 tikslumu, užtenka ras- 
ti narį x>. Turime: 


x= (+7)=5 (3+ 5 )=3 ç =3,16666.. 
ant rt) H- 


37 
= zg 5 162 280 . 


Iš tikrųjų, V10=3,16 227765... 

Kaip matome, rasta reikšmė tikrai skiriasi nuo tikrosios 
mažiau i 0,00001. 
i“ 75. a) Laikysime degtuko ilgį vie- 
X netu ir pažymėsime raidę r„ atstumą 
An nuo pradinio taško iki n-jo degtuko 
N galo (29 pav.). Iš trikampio OAnAn— 
ag turime 


r= r-i tl. 


i 
"r 
_ ® 2 
- ” 
„2 
- 


i 12 Kadangi rı=1, tai iš šios formulės 
29 pav: gauname rŽ=n, o iš čia r,= Vn. 
Išsiaiškinsime, kokiu kampu matomas iš pradinio taško 
n-is degtukas. 


Iš trikampio OA,A,„-, randame 
o l l 
= ——, t n = —— . 
Sin Pa Vn £ q Vn- 1 


Iš n degtukų sudarytoje spiralėje vijų skaičius, kaip ma- 
tome, bus lygus 


l 
>= (Patpat... + Pa). 
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Dabar įsitikinsime, kad eilutė 
qp. tpat.. joan +... 


diverguoja, taigi, visą spiralę sudaro be galo daug vijų. 
Tam tikslui pirmiausia įrodysime, kad, imant 0<p<nl/o, 
galioja nelygybės 

sinę<ę<tg p. 

Pirmąją lygybę gauname, išnagri- 
nëje 30 paveikslą: lankas AB yra il- 
gesnis už jo galus jungiančią stygą. 
Todėl! 


202=AB>AB=2 sing. 


Antrajai nelygybei jrodyti, panagri- 
nësime 31 paveikslą. Lankas AB yra 
trumpesnis už jį gaubiančią laužtinę 
ACB. Todėl A 


2p=AB<AC+CB=2 tg q. 
Pasinaudoję šiomis nelygybėmis ir 


aukščiau gautomis sin g, ir tg g, iš- 
raiškomis, galime gana tiksliai įver- ; 


tinti kampą gx: 
7 Bie 


=—— < —— ç 
Vn Pr Vn-1 31 pav. 


Naudodamiesi šiomis nelygybėmis, atsakysime į abu už- 
davinio klausimus. Ištirsime, kokio didumo yra suma 


b,=qg>+ p+... + Pn. 
Pasinaudosime nelygybe 
l 2 
we olm 
Sudėję nelygybes 
o > 2(V3- V2), 
P> 2 (V4- V3), 


2,>2(Vn+1- Vn), 


Va+1- Vn). 
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gausime: 
6.>2(Vn+1- V2). 


Dabar matome, kad seka [0,] neaprėžtai didėja. 
b) Norint atsakyti į antrąjį uždavinio klausimą, reikia 
ištirti sumą 


Partit p. t... Tp... = Dnt — VL. 
Pritaikę tokį pat metodą, kaip ir aukščiau, rasime, kad 
b. L-0,>2(Vn+k+1-Vn+1). 
Antra vertus, pasinaudoję nelygybe 
AI"! (Vn-1- Vn-2), 
rasime, kad 
Di 0,<2(Vn+k- Vn- |). 


Įdomu, koks turi būti A, kad skirtumas ®n+r—®n būtų 
apytiksliai lygus 2x, kitaip tariant, kiek degtukų turime pri- 
dėti prie jau išdėstytų n degtukų, kad sudarytume dar vie- 
na spiralės viją. Sakykime, parinkome tokį k, kad Dn+a — 
— D, 2n, o nykyi — 0„>2n. Pritaikę aukščiau gautas 
nelygybes, galime užrašyti 


21>0,,,-0,>2(Vn+k+1-Yn+1)= 
=2 (Farke — n+) 

I< Dritti —n <2 (Vn+k- Vn-l) = 
= 2(r,+k 1-1): 


Atstuma d tarp dvieju gretimu spiralës viju galime imti 
lygų ra+k—rx arba ra+a+i—ra. Pastebësime, kad, tuomet, kai 
m didelis, dydžiai 7, ir /m4+, labai mažai skiriasi. Iš tiesų, 
= m EB ° 

Vm+1+YVm 2 Vm 
Todėl iš aukščiau gautuju įvertinimų išplaukia, kad dy- 


dis 2d skiriasi nuo 21 ne daugiau kaip R“ 
Vn 


Fmt „= Vm! -Vm 
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Iš čia matyti, kad atstumas tarp dviejų gretimų spiralės 
vijų artėjo prie 1. Vadinasi, pasiekus didelį n, spiralė pa- 
sidaro panaši linija, kurią sudaro garso takelis gramaiono 
plokštelėje. 


ATSAKYMAI IR NURODYMAI 


1. Atvejo + — negali būti. Kiti atvejai galimi. 

2. Gali būti šitokie įvertinimai: ++ +; —++; —+—; ——--—-. 

3. a) Zemiausias tarp aukščiausių visada bus aukštesnis už aukš- 
čiausią tarp žemiausių. b) Pasikeis. Taip išsirikiavus, gali būti abu 
atvejai. 

4. Kontrolinis darbas vadinamas sunkiu, jeigu bent viename suole 
kiekvienas mokinys neišsprendžia bent vieno uždavinio. 

5. Gali. 

6. Pirmas ir trečias; antras ir ketvirtas. 

7. Teisingos 1 ir 6, likusios teoremos neteisingos. 

8. a) Tiesa. b) Ne, neišplaukia. 

9. Pirmoji grupė — 8 teorema; antroji grupė — 2, 3, 6 ir 7 teore- 
mos; trečioji grupė —4 ir 5 teoremos. 


| | Ix) PERN 
10. Atsakymas: +1 ir —1. Kai x=0, reiškinys — neapibrėžtas. 
ll. a) a2; b) a—b; c) b—a; d) ~a. 
12. a, b) Atskirai išnagrinėkite du atvejus: x>0 ir x<0. c) Atski- 
rai išnagrinėkite tris atvejus: a — s ve ir x> — . 


2 2 
Atsakymai: a) xi=1, xç=—3; b) x,=1, x= —1; c) atkarpa 


[- z. z] 


13. Išnagrinėkite visas galimas taškų x, g ir O padėtis skaičių 
tiesėje. Atveju a) lygybė gali būti, tik kai x>0, y>0 arba x<0, y<0. 
Atveju b) lygybė gali būti, kai x>y2>0 arba x<y <0. Atveju c) gali 
būti, kai x>0, y=0 arba x<0, y<0. 

14. a), b) ir c) —tiesa; d) — netiesa. 

15. a) Tiesa. b) Tiesa. 

18. Perimetrą — 4 cm tikslumu. Ploto apskaičiavimo tikslumas pri- 
klauso nuo kraštinių dydžio. b) Parametrą — 1% tikslumu, plotą — 2% 
tikslumu. Š 


17. a) 2225; b) xia=0,05; c) Xess= X100. 
18. a) xx=x = —5; b) x, = 20; c) x, = —2. 


19. Seka {xn} vadinama neaprėžta, jeigu, imant bet kokį skaičių C, 
egzistuoja toks numeris n, kad |x4|>C. 


82 


ta 
2 n’ 


q) sC TL 
H 


21. Žr. 22 uždavinį. 

22. Sekai a visos nurodytos atkarpos yra „gaudyklos“. Sekai b at- 
karpos A ir B — „lesyklos“, atkarpa C — „gaudykla“. Sekai c visos trys 
atkarpos — „lesyklos“. 

23. a) Egzistuoja. b) Neegzistuoja. 

24. a) Neegzistuoja. b) Nežinoma: gali ir egzistuoti, ir neegzistuoti. 

25. a) Egzistuoja. b) Egzistuoja. 

26. Atitinkamos k reikšmės nurodytos lentelėje: 


na L 
20. Pavyzdžiui, a) = (— 5) + b) xa = 


c) Xn= £ 


— ps Ar — nF n... — 


A) x B) | C) 
a) 1 | 1000 | 1 000 000 
b) | | 1999 | 1999 999 

AL | 
3 6 

0 „9 A 
e) | | lg 2 | lg 2 
d) | 9 91000 | 91 090 000 


27. b) Teisingas. 
28. b) Negalima, žr. seką iš 22 uždavinio, c. 
29. Pasinaudokite 23 uždavinio, b. 


30. a) 0; b) 1; c) 2; d) ribos nėra; e) 1; f) 0; g) si h) ribos nėra; 


i) 0; k) ribos nėra. 

31. Negali. (Nurodymas; žr. 29 uždavinį.) 
N 32. Suformuluokite, ką reiškia, kad skaičius a nėra sekos ribinis taš- 

as. 

33. Palyginkite ribos ir ribinio taško apibrėžimus. 

34. a) I; b) 1, —I; c) 0; sin I"; sin 2°; ...;, £sin 89; +1; d) ri- 
binių taškų nėra; e) ribiniai taškai sudaro atkarpą [0,1]. 

35. b) Neteisingas. Žr. 22 uždavini, b. 

36. a) žn—=œ0; b) Xxn->œ; c) (x<) — neaprėžta; d) x+x——oo; 
e) (xx) — aprėžta. 

37. 1) Sąlygą tenkina visos sekos. 2) Ne visi sekos nariai lygūs a. 
3) Seka aprėžia. 4) Taškas a nėra sekos ribinis taškas. 5) Seka near- 
tėja prie begalybės. 6) Skaičius a nėra sekos riba. 7) Seka aprėžta. 
9) Skaičius a yra arba vienas iš sekos {xn} narių, arba tos sekos ribi- 
nis taškas*). 


*) Jeigu išpildoma 9 sąlyga, tai taškas a vadinamas sekos (xx) lieti- 
mo tašku. 


83 


Likusios sąlygos yra išvardytųjų sąlygų paneigimas. Būtent, k-ji są- 
lyga reiškia, kad neišpildoma sąlyga, kurios numeris 17—k. Pavyzdžiui, 
10 sąlyga reiškia, kad neišpildoma 7 sąlyga, t.y. seka neaprėžta. 15 
sąlyga reiškia, kad neišpildoma 2 sąlyga, t. y. visi sekos nariai lygūs 
a, ir t.t 


38. a) ++++ -—; xXn=a; 
pP = x= a+; 


——++-; xa=a+l+(— I); 
—-+—--; xxa=a+n(1+(—1)]; 
———+—-; xr=a+(— I); 

-— +; Xn=n; 

———--- > Xa=a+]+nI] +(- 1). 


\n 


39. 1) xx= l; 9) xal, 3) x=(- 5) | 
n n 2) 


40. Įrodykite štai ką: jeigu begalinė seka neturi didžiausio nario, 
tai iš jos galima išrinkti begalinį didėjantį posekį. 

41. Įrodykite, kad 1 2 apytikslių (su trūkumu) reikšmių seka 1,4; 
1,41; 1,414; 1,4142; 1,41422; ... yra monotoniška, aprėžta, ir jos riba 
nėra racionalinis skaičius. 

42. Pasinaudokite 40 uždavinio rezultatu ir Bolcano—Vejerštraso 
aksioma. P 

43. a), b) ir c) atvejais — galima; ribos yra lygios atitinkamai 
a+b, a—b ir ab. Atveju d) — galima, jeigu 6>*0, ir riba lygi zi ne- 
galima, jeigu b=0, a>*0. Riba gali egzistuoti, o gali ir neegzistuoti, 
jeigu a=b=0. 

44. a) Neturi. b) Gali turėti, bet gali ir neturėti. 

45. a), b) Gali turėti, bet gali ir neturėti. 

47. b) Pasinaudokite nelygvbe =“ Tupi įrodykite, kad seka 
(Sa) aprėžta. c) n atskirai posekius {Sn}, sudarytus iš na- 
- riu, kurių numeriai yginiai jr nelyginiai. 

49. Sakykime, kad Sn yra eilutės a,+4>2+...+a4+... n-ji dalinė 
suma, o Cr —eilutės a;,+2a1+...4+2"0,+... n-ji dalinė suma. Įro- 


dykite, kad 5 (C,—a)<S;,yi—a < 5. 


50. Pasinaudokite 49 uždaviniu. 
52. c) Išnagrinėkite pavyzdžius: xn=n; o (gus) — viena iš sekų 


e) E) (5) B) 


53. a) xn= 2; yn l ° l. t. 
n 
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54. a) A b) 0; c) I; d) 1. 


„kti ; ; 
55. Irodykite, kad K+ +n" =- + O (n); Čia O(n) yra n 
+ 
daugianaris, kurio laipsnis Sk. 
56. Pasinaudokite tapatybė 


= 8 
Va+V6 ` 

57. Išreikškite 2” pavidalu (I+ I)*%” ir pritaikykite binomo formulę. 

58. Išreikškite a” kaip [I+ (a—1)]*? ir pritaikykite binomo formulę. 

59. Pasinaudokite 57 uždavinio rezultatu. 

60. |. 

61. a) Įrodykite, kad seka {xn} monotoniškai mažėja. b) Pradžioje 
išnagrinėkite tą atvejį, kai p-- sveikas skaičius, po to — racionalinis ir, 
pagaliau,— iracionalinis; pastaruoju atveju pasinaudokite nelygybė 
i{(a)>i(b), kai a>6. 

62. a) Pasinaudokite formule /(aP)=pl(a). b) Įrodykite, kad I(a)< 
<a-l. 


Va-Vb= 


] 
c) Skaičių e reikia imti 10100 
63. b) Išnagrinėkite skirtumus 
[Ss (a, 5)P— (S, (a, 5), [S_ (2, b° — [S _, (a, bP, 
S, (a, b)—S_, (a, b). 
64. a) Įrodykite, kad, kai a =b, 


n -m 
a | y<s,a,)<a. 


b) Funkciją S-„(a,6) išreikškite funkcija S,(a-1, b—1). 
c) Įrodykite, kad S, (a, 6)> Vab, ir įvertinkite iš viršaus In S, (a,b), 
n n 
pasinaudoję nelygybe Ina<a-1. _ 
Atsakymas: lim S, (a,b)= Vab. 
Pi—p cO = 


65. Suskaičiavę, kiek gali būti tokių būdų, kai # laiškų patenka j 
savo vokus, įrodykite lygybę 


ant nanı + C? An-1+C3a5-,+-.-+ na, +a| =n! 
Panaudokite šią formule ieškomajai sekai p. = =s skaičiuoti. 
n 
66. Imkime koordinačių pradžia tą tašką, kuriame yra antroji sraigė. 
Koordinačių ašis nukreipkime languoto popieriaus linijomis ir mastelio 
vienetu imkime vieną langelį. Tarkime, kad E sraigė pradiniu mo- 
mentu yra taške, kurio koordinatės (a,b). Raskite taško, į kurį sraigė 
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pateks po n žingsnių, koordinates (an, bn). Tiesės, kuria yra nukreiptas 
žiūronas, krypties koelicientas lygus k = 22 „ Įrodykite, kad lim k,=1. 
n> 
67. Zr. 66 uždavinio nurodymus. Atsakymai: 


a) lim k„=2; b) lim k„=1;c) seka {kn} neturi ribos. 
n—>0 n>% 


68. Nuleiskime iš taškų Ao ir A, statmenis į Ox ašį. Sakykime, kad 
P, ir Pn yra šių statmenų pagrindai. Įrodykite, kad trikampiai MnAoPo 
ir MnÅnPn yra panašūs ir tuo remdamiesi, apskaičiuokite atkarpos 
M.P, ilg}. Atsakymas: taškas M yra atkarpos OP, vidurys. 

69. Pasižymėkite ant popieriaus lapo tris taškus, kurie vaizduos mo- 
kyklą, kino teatrą ir čiuožyklą. Laisvai pasirinkite ketvirtą tašką ir nu- 
brėžkite laužtinę 4A243414.. vaizduojančią Pėtios kelią. Palyginkite 
atkarpas A,A;, ApAs, AsAs, ir t. t. 

70. Taškas M=lim M, dalija atkarpą M,M; santykiu 2:1. 


n-—->0 


71. a) Sr = T , lim Sn= 


— A n—- 


, kai la|<1; eilutė diverguoja, kai 


all. 
b) Išreikškite S, kaip n geometrinių progresijų sumą: 
+1 
S m a-(n+1!—na)a"*! 
R T (ð , 


lim $,= —“ _, kai |a[<1; eilutė diverguoja, kai la|2 1, 
n—o (1 — a) 


c) S,=1- L: lim S,=1; 


+] ao 
l [1 I 1 
d) S= | —=-————— |) lm Sp. 
Ab > [3 ENG | m =q 
e) Įrodykite, kad 
l 1 l l 
aran a a 


Eilutė diverguoja. 

72. Galima pastatyti kiek norima ilgą „stogą“. Imdami plytos ilgi 
vienetu, įrodykite indukcijos būdu, kad plytos nekris, jeigu (n+1)-ji 
plyta (skaičiuojant nuo viršaus) bus paslinkta n-osios plytos atžvilgiu 


per -z > Po to pritaikykite 71 uždavinio, e, rezultatą. 
73. I+ V 2. 
74. b) Pakanka apskaičiuoti xə. 


75. a) Be galo daug kartų. 
Įrodykite, kad kampas 74, kuriuo matomas iš pradinio taško n-sis 


degtukas, ne mažesnis kaip TP š 
n 


b) Atstumas tarp gretimų vijų artėja prie 2 (degtuko ilgis laikomas 
vienetu). 
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Įrodykite, kad pirmajame ketvirtyje kampas @ tenkina nelygybės 
sinę<p<tgąę, ir iš čia gaukite įvertinimus 


l l 
ma ae u az 
Va j Vn-l 


Įrodykite, remdamiesi šiais įvertinimais, kad 
2(Vn+k+1 -Vnt <pn i +para + On Lk 
<2(VN+k+1-Vn-i). 


Duotajam n parinkite tokį k, kad suma Pa+1+P242+-.-4-0n4k 
būtų kiek galint artimesnė 2x. 
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